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内 容 提 要 


群 论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 是 研究 代数 方程 \ 几 
何 变换 以 及 拓 拉 学 和 数论 问题 的 强 有 力 工具 ; 在 物理 学 、 化 ” 
学 ,结晶 学 ,图 案 设计 等 其 他 领域 中 都 有 应 用 . 但 由 于 群 论 概 
念 的 高 度 抽 象 性 以 及 它 在 其 他 研究 领域 的 深 刘 应 用 ， 难 以 向 
群众 作 通俗 介绍 ; 本 书 由 于 引进 了 群 的 几何 形象 一 一 群 的 图 
象 ,因而 把 抽象 群 具体 化 ,形象 化 了 ,较为 通俗 ,已 被 译 成 多 种 
文字 . 

本 书 涉及 群 的 几 种 定义 法 , 子 群 ,正规 子 群 ,四 元 数 群 , 置 
换 群 对称 群 ,交代 群 ,道路 群 等 ,可 供 高 中 及 大 学 学 生 及 有 关 
研究 人 员 参 考 . 
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“中 小 学 学 生 常 有 这 种 观念 ,认为 数学 仅仅 涉及 数 和 测量 . 
然而 ,数学 不 只 是 应 用 于 象 记 账 和 换钱 等 活动 的 定量 科学 ; 它 
和 逻辑 及 结构 也 有 深刻 的 关系 . 

群 论 是 数学 中 重要 的 非 定量 的 分 支 之 一 .在 数学 发 展 过 
程 中 , 群 的 概念 虽然 产生 较 晚 ,但 已 经 获得 许多 成 果 . 比 如 说 ， 
它 已 是 研究 代数 方程 和 几何 变换 以 及 拓扑 学 和 数论 问题 的 强 
有 力 的 工具 . 

群 讼 有 两 个 显著 的 特点 ,一 个 是 它 的 概念 的 高 度 抽象 狂 ， 
另 一 个 是 它 在 其 他 研究 领域 中 有 着 深刻 的 应 用 。 由 于 只 有 在 
数学 上 相当 成 熟 才能 掌握 这 类 抽象 概念 ， 只 有 在 理论 经 过 长 
时 期 的 广泛 发 展 之 后 才能 看 到 这 种 实际 应 用 ， 并 且 只 有 通晓 


其 他 领域 的 学 生 才 能 掌握 这 种 应 用 ,因此 ， 群 论 的 学 习 通 党 都 - 


要 推迟 到 学 生 的 数学 教育 的 后 期 . 

对 于 仅仅 学 过 初等 数学 的 学 生 ， 是 否 也 可 以 学 习 一 点 群 
论 的 知识 呢 ? 也 是 可 以 的 。 本 书 的 目的 就 在 于 对 这 类 读者 作 
一 介绍 .为 了 克服 抽象 化 所 带 来 的 困难 , 我 们 引进 了 群 的 几 
何 形 
于 群 的 结构 的 可 见 模 型 。 但 是 , 这 只 不 过 是 为 了 使 读者 便于 
理解 我 们 讲述 的 定理 和 概念 ， 而 不 是 打算 把 它 当 成 进一步 阅 
读 和 学 习 的 读者 提供 一 个 掌握 有 关 数 学 概念 的 代用 品 ， 

我 们 承认 , 我 们 不 能 总 是 用 “实际 ”应 用 来 启发 读者 。 归 


根 到 底 ,我 们 需要 介绍 的 是 数学 内 容 本 身 。 当 然 , 学 习 的 动力 


还 是 来 自 读者 ,这 也 是 他 们 自已 应 该 做 的 贡献 . 
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群 与 糊 墙 纸 设计 … 
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第 - 章 群 的 引言 


群 论 在 十 八 世纪 末 始 具 维 型 。 十 九 世纪 初 , 它 仍 发 展 组 
慢 , 没 受到 什么 重视 ,其 后 ,在 1830 年 前 后 的 几 年 里 , 通过 
伽 罗 华 〈Galoi) 和 阿 贝尔 (Abel) 关于 代数 方程 的 可 解 性 的 
工作 , 群 论 向 前 大 大 跃进 了 ,并 对 整个 数学 的 发 展 作出 了 重大 
“贡献 ， 
从 那 时 起 ， 群 论 中 的 许多 基本 概念 被 精心 提炼 出 来 并 且 
推广 到 许多 数学 分 支 ， 群 论 在 各 种 不 同 的 领域 ( 象 量子 力学 、 
结晶 学 及 纽 结 理论 ) 中 都 有 了 应 用 . 


本 书 主要 讨论 群 及 其 图 象 表示 我 们 的 第 一 个 任务 就 是 


要 闻 明 “ 群 ” 是 什么 意思 . 


通 往 群 的 概念 的 基本 思想 是 结构 (或 范 型 )， 下 面 读者 就 ， 


会 看 到 ,列举 的 一 些 例子 和 解释 ,定义 和 定理 ,都 可 以 看 成 是 
一 个 基本 主题 的 各 种 变化 : 群 及 其 图 象 是 如 何 体现 并 说 明 一 
种 数学 结构 的 ， 

虽然 现在 我 们 已 经 用 了 “ 群 ”这 个 字 ， 却 没有 告诉 读者 它 
的 意思 是 什么 ， 如 果 一 下 子 就 把 完整 的 形式 定义 端 出 来 , 读 


者 也 许 从 一 开始 就 会 感到 莫名 其 妙 。 因此 , 我 们 一 步 一 步 慢 


慢 来 讲 群 的 概念 , 先 举 两 个 例子 . 

群 A 所 有 整数 的 集合 {es —3, —2, —1, 0, 1, 2, 
3,…} ,把 它们 看 成 彼此 能 够 相 加 的 数 , 换 句 话说 , 群 人 的 元 索 
是 整数 而 我 们 感 兴趣 施行 的 唯一 运算 是 集合 中 任意 两 个 元 
素 的 加 法 ; 例如 2 + 5 一 7. 

群 B 所 有 正 有 理 数 的 集 命 。 把 它们 看 成 彼此 能 够 相 和 


1 。 


的 数 ， 在 这 种 情形 下 ,集合 的 元 素 就 是 所 有 能 够 表 成 形式 
的 数 ,这 里 a 和 4 是正 整 数 ,而 我 们 感 兴趣 施行 的 唯一 运算 是 


集合 中 任 章 机 个 示 素 的 和 法 ;例如 隆 ， 生 一 各 . 


现在 在 读者 面前 已 经 展示 了 群 的 例子 ， 然而 他 在 理解 群 
是 什么 的 大 道上 仍然 没 走 多 远 ， 因 为 他 可 能 不 会 立即 认识 到 
这 些 例子 中 的 哪些 特点 在 群 的 本 质 结构 中 是 起 主要 作用 的 . 
在 我 们 描述 群 A 和 群 B 时 ， 有 着 重点 的 那些 字 就 是 为 了 强调 
在 所 有 群 中 出 现 的 基本 结构 范 型 .我 们 可 以 突出 其 中 的 两 个 
特征 : 


记 元 素 的 集合 全 人 所 有 整数 


群 B: 所 有 正 有 理 数 

,一 一 人 0| 悦 A: 任意 两 个 整数 的 加 法 
bi 种 二 下 这 第 性 了 任意 商 个 正 有 理 数 的 委 法 
我 们 把 群 A 和 群 B 的 运算 称 为 二 元 运算 ， 是 因为 每 次 运算 只 
涉及 两 个 元 素 . 

一 个 生命 上 的 二 天 乏 算 蚜 一 种 对 部 ， 对 于 集合 中 的 有 次 
序 的 等 一 对 元 素 它 指定 这 个 集合 中 的 哈 一 确定 的 元 素 ， 因 此 
在 于 中 ,加 法 是 在 和 和合 上 的 一元 运算, 这 是 因为 ,人 


ey 加 时 +r 和 s 是 我 们 集合 中 任意 两 e 元 
素 , 则 集合 中 有 且 仅 有 一 个 元 素 刀 使 得 > 十 :一 t。 例如 , 假 
使 我 们 选 2 和 5 为 我 们 的 集合 中 的 两 个 元 素 ， 那 么 就 有 集合 
中 唯一 的 元 素 7, 使 得 2 十 5 一 7. 

群 B 的 二 元 运算 是 乘法 ;这 是 由 于 ,假如 7 及 * 是 我 们 的 
(《 正 有 理 数 ) 集 合 的 两 个 元 素 ， 则 有 且 仅 有 一 个 集合 中 的 元 素 
+, 使 得 rs 一 上 (为 了 得 出 元 素 * 的 唯一 性 , 需 把 相等 的 有 


A 


理 数 ， 例如 全 与 二 ,理解 为 表示 同一 个 数 . ) 假 如 我 们 选取 过 
及 3 和 poe 则 存在 集合 中 唯一 的 元 素 
Ee 3 

要 注意 ， “二 元 运算 ”这 个 概念 本 身 就 包含 一 个 相关 的 集 
合 .这 就 是 为 什么 我 们 用 “在 一 个 集合 上 的 二 元 运算 ”这 个 词 . 
一 对 元 素 以 及 通过 二 元 运算 所 指定 的 对 应 元 素 必 须 全 都 是 同 
一 集合 中 的 元 素 。 这 样 我 们 就 看 出 , 群 的 两 个 密切 相关 的 特 
征 是 : 〈1) 元 素 的 集合 , (2) 这 个 集合 上 的 二 元 运算 。 这 样 两 
个 特征 是 互相 缠绕 在 一 起 不 能 分 开 的 ,虽然 ,我 们 可 能 有 时 候 
把 注意 力 从 一 个 特征 转 到 另 一 个 特征 上 较为 方便 , 

刚才 我 们 所 考虑 的 群 的 二 元 运算 的 例子 是 通常 整数 的 加 
法 ,用 符号 十 表示 ,以 及 正 有 理 数 的 乘法 , 用 . 表示 , “后 面 我 
们 会 看 到 ,对 于 不 同 的 群 有 许多 不 同 的 二 元 运算 ,有 时 把 这 些 
运算 都 用 同一 个 符号 表示 较为 方便 ， 我 们 就 用 符号 @ 来 表示 
这 种 没有 特殊 指定 的 二 元 运算 . 

这 个 记号 使 得 我 们 有 可 能 把 群 A 及 群 B 所 显示 的 结构 特 
征 (1) 和 (2) 表述 为 : 一 个 集合 S 以 及 S 上 的 一 个 二 元 运算 
@. 假 如 + 及 :是 5 中 任意 两 个 元 素 ， 则 s 中 存在 唯一 的 元 素 
+, 使 得 

r@s: 一 1。 

对 于 群 A, @ 表 示 “ 整 数 的 加 法 "这 种 特殊 运算 ; 对 于 群 B, @ 
表示 “ 正 有 理 数 的 乘法 ”, 

为 了 强调 二 元 运算 是 一 种 对 应 ， 我 们 再 换 一 种 方式 来 描 
述 我 们 所 讨论 过 的 群 . 在 群 人 的 情形 ,我 们 可 以 说 ,对 应 于 任 
何 一 对 整数 > 及 s, 存在 唯一 整数 :。 我 们 能 够 用 符号 写成 


(r, 中 一 所 


其 中 箭头 表示 “对 应 于 >。 在 群 B 的 情形 ,我 们 可 以 说 ,对 应 于 
任何 一 对 正 有 理 数 > 及 *, 存在 唯一 的 正 有 理 数 z. 

为 了 对 一 个 集合 上 的 二 元 运算 有 更 广 的 观点 ， 我 们 考虑 
这 样 的 问题 ， 是 否 一 个 集合 上 的 二 元 运算 也 可 以 是 一 个 子 集 
上 的 二 元 运算 ? (如 果 刀 的 每 个 元 素 也 是 $ 的 元 素 , 我 们 把 集 
合 U 称 为 集合 S 的 子 集 .) 例如 ,假定 s 是 所 有 正 有 理 数 的 集 


合 , 0 是 由 所 有 正 整 数组 成 的 子 集 。 首先 让 我 们 决定 是 否 除 、 


法 是 S 上 的 二 元 运算 ,读者 很 容易 证 明 除法 是 正 有 理 数 集合 
S 上 的 二 元 运算 . 如果? 及 s 是 任意 两 个 正 有 理 数 , 就 存在 
唯一 的 正 有 理 数 1, 使 得 
， 7 二 5 一 1 
:现在 让 我 们 来 考察 一 下 集合 5S 上 的 二 元 运算 除法 是 否 也 
是 正 整 数 子 集 忆 上 的 二 元 运算 。 显然 , 如 果 在 子 集 忌 中 我 们 
选择 了 志 个 元 素 比如 说 2 和 3, 则 就 不 存在 任何 正 整数 : 使 得 
2 一 3 一 1。 
于 是 ,除法 并 不 是 正 整数 子 集 局 上 的 二 元 运算 ,因为 存在 正 整 
数 对 , 它 不 对 应 于 第 三 个 正 整 数 。 
与 这 种 情况 相反 ， 让 我 们 考虑 所 有 整数 的 集合 S 及 所 有 
偶数 的 子 集 U。 我 们 已 经 看 到 加 法 是 所 有 整数 的 集合 S 上 


的 二 元 运算 。 在 加 法 运算 下 , 偶数 子 集会 出 现 什么 情况 ? 当 ， 


两 个 偶数 相 加 时 ,得 数 也 是 偶数 。 换 句 话说 ,加 法 是 偶数 子 集 

上 的 二 元 运算 , 就 象 它 是 整数 集合 上 的 二 元 运算 一 样 。 偶数 

子 集 U 中 的 任意 两 个 元 素 相 加 , 其 和 总 是 U 中 的 元 素 。 我 们 

把 这 种 性 质 说 成 ， 侦 数 子 集 U 在 加 法 二 元 运算 下 是 封闭 的 . 
读者 能 够 验证 ， 奇 数 子 集 在 这 个 运算 下 不 是 封闭 的 

我 们 可 把 子 集 在 二 元 运算 下 的 封闭 性 更 一 般 地 说 法 叙述 

为 :如 果 @ 是 集合 S 上 的 二 元 运算 ,0 是 5 的 子 集 且 具有 如 

。 下 性 质 :- 当 * 及 。 属 于 于 集 U 时 ,w@v 就 是 吕 的 元 素 ， 则 我 


ase 


们 就 说 上 在 运算 @ 下 是 封闭 的 . “封闭 ”这 词 提示 我 们 , 当 把 
运算 @ 限 制 在 UU 中 的 元 素 对 上 时 , 运算 结果 不 会 弄 到 的 外 . 
面 去 ;所 以 我 们 可 以 把 名 看 成 是 集合 0 上 的 二 元 运算 . 

第 八 章 中 我 们 将 会 看 到 ,在 讨论 “ 子 群 ”? 时 ,这 种 子 集 在 二 
元 运算 下 的 封闭 性 质 怎样 起 着 关键 的 作用 . - 


练习 1 
(Ca) 加法 是 奇 正 整数 的 集合 上 的 二 元 运算 吗 ? 
Cb) 乘法 是 奇 正 整数 的 集合 上 的 二 元 运算 吗 ? 
(6) 设 集合 的 元 素 为 1, i, 一 1, 一 i (其 中 i 一 MV 一 1). 
加 法 是 这 个 集合 上 的 二 元 运算 吗 ? 
(d) 乘法 是 否 是 (c) 中 集合 上 的 二 元 运算 ? 


. 人 我 介 a et 0 辣 


ee 


人 全 和 
r@:s 一 + 或 (r, s) 2 
“如 果 及 s 是 这 集合 上 任意 两 个 元 素 "这 段 活 并 不 排除 
r 及 * 可 能 表示 相同 元 素 ; 它 也 没 预先 假定 > 及 * 的 特殊 次 
序 . 因此 ,假如 + 及 * 是 这 集合 上 任意 两 个 元 素 , 则 
r@s, r@r, s@s, sOr 
也 是 这 个 集合 的 元 素 (它们 不 一 定 彼此 完全 不 同 ). 

。 现在 就 要 问 : 一 个 群 中 , r@s 及 :@7 能 够 是 集合 中 的 
不 同 的 元 素 吗 ? 在 群 A 及 群 B 中 , 显然 "@: 一 :@y 总 成 立 ， 
例如 ,在 群 A 中 ,我 们 有 3 十 5 一 5 + 3, 在 群 B 中 我 们 有 
三 ， 了 -了 . 之 .但 是 ,在 正 有 理 数 抹 合 中 以 除法 为 二 元 运算 


六 2 7 了- 般 来 
。 时 ,我 们 就 看 到 ,比如 三 = 工 二 工 二 全， 一 般 来 说 ， 这 个 


3 


集合 中 ,+@s 关 *@r。 因 此 ,元 素 的 次 序 很 重要 :在 某 些 集合 
中 ,改变 或 交换 元 素 的 次 序 可 以 得 出 不 同 的 结果 , 即 有 可 能 
(ea 0) 一 c 及 (4, a)—d, 
其 中 e, 5, c, 4 是 一 个 群 的 元 素 且 c 关 4.。 
当 +r@s 一 *@r 时 , 我 们 就 说 元 素 7 及 * (关于 用 @ 表 示 
的 特殊 运算 ) 可 交换 ; 如 果 +@s 二 :@7, 我 们 就 说 元 素 > 及 
s (关于 这 个 特殊 运算 ) 不 可 交换 。 从 现在 起 , 我 们 事先 并 不 
保证 在 运算 @ 之 下 , 有 序 对 (r, *) 与 有 序 对 (*, >) 对 应 到 相 
同 的 元 素 ， 对 于 每 一 个 情形 ,我 们 都 要 分 别 检查 其 可 交换 性 . 
考虑 到 一 般 我 们 有 必要 区 别 :@: 及:@， ,我们 把 一 个 集 
合 及 其 相关 的 二 元 运算 的 刻 划 重 述 如 下 : 对 于 集合 中 每 个 有 
序 的 元 素 对 > 及 s, 存在 集合 中 的 唯一 元 素 : 使 得 
. r@s 一 + 或 (r,s) 1 
- ”到 现在 为 止 , 在 所 有 集合 及 其 相关 的 二 元 运算 的 例子 中 
都 把 数 作为 元 素 ,把 我 们 北 知 的 一 种 算术 运算 当 作 二 元 运算 . 
但 是 ,我 们 就 会 看 到 , 群 的 元 素 也 可 以 不 是 数 , 而 是 其 他 对 象 ， 
例如 运动 , 置换 , 函数, 几何 变换 或 者 一 组 符号 ;在 这 些 情形 - 
下 ,相关 的 二 元 运算 就 不 具有 算术 性 质 . 


2 3 1 2 


[| Se [| 


1 4 4 3 
图 1.1 


例如 ， 考 虑 一 个 正方 形 可 以 在 平面 上 围绕 通过 它 的 中 心 
的 轴 自 由 转动 ， 但 是 允许 的 转动 只 限于 使 这 个 正方 形 和 自身 
重合 的 转动 。 那么 , 一 个 允许 的 转动 就 是 沿 顺 时 针 方向 转动 
90°( 见 图 1.1)。 让 我 们 用 “表示 这 个 转动 . 另外 一 些 允 许 


16。 


的 转动 可 以 是 : (1) 顺 时 针 转 动 180" ,我 们 用 “表示 ; (2) 
顺 时 针 转 动 270”, 我 们 用 “ 表示 ， 

我 们 可 以 把 这 些 转动 a, b,c 看 成 一 个 群 的 元 素 , 是 否 
我 们 能 够 定义 一 个 二 元 运算 使 得 a@6 一 “有 意义 昵 ? 一 个 


办 法 是 按 下 列 方式 去 思考 : 
顺 时 针 转 动 90” 接着 ” 硕 时 针 转 动 180° 
等 价 于 
顺 时 针 转 动 270°， 
或 者 
元 素 。 接 着 元 素 。 等 于 元 素 <， 
或 者 
. a@b = 6, 


把 两 个 元 素 a 与 2 同 元 素 。 联系 起 来 的 这 个 运算 可 以 称 
为 “接着 ”, 也 可 称 为 “相继 ”。 对 于 转动 来 说 ,相继 这 种 运算 是 
有 意义 的 。 下面 将 会 看 到 ， 对 于 其 他 各 种 可 能 的 群 的 元 素 也 . 
可 以 使 之 有 意义 


练习 2 把 二 元 运算 理解 为 “接着 ”或 相继 , bh@c 表示 正 
方形 的 转动 的 集合 中 的 什么 转动 ? z@< 又 表示 什么 转动 ? 
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第 二 章 群 的 公理 


虽然 到 此 为 止 我 们 都 在 讨论 集合 上 的 二 元 运算 ,但 读者 
不 应 由 此 断定 , 它 就 是 群 的 唯一 特征 .事实 上 ,为 了 使 得 某 个 
具有 二 元 运算 的 集合 构成 一 个 群 ， 还 必须 假设 ， 这 个 二 元 运 
算 还 具有 几 个 涉及 这 个 集合 元 素 的 基本 性 质 。 刻 划 这 些 基本 
性 质 的 假设 ， 就 是 所 谓 的 ( 群 的) 公理 ,我们 将 需要 三 个 这 样 
的 公理 。 我 们 称 它们 为 : 〈1) 结合 性 公理 ，(2) 单位 元 素 (或 
恒 等 元 素 ) 公 理 。(3) 逆 元 素 公理 。 


可 结合 性 
可 结合 性 是 说 , 若 >,*, : 是 集合 的 任意 三 个 元 素 , 则 
rQ@C@D = (88s; 

也 就 是 说 ， 若 :@: 是 集合 的 元 素 +，r@s 是 元 素 y, 则 
r®x = y@1. . 

让 我 们 考察 前 面 说 过 的 群 A 和 群 B( 见 第 1 页 )， 在 群 
中 ,可 结合 性 就 是 ,对 任意 三 个 整数 r,s, t, 有 

r+G+i)=(r+s)+i. 


例如 ,我 们 有 

5+(3+8)=5+11=—16 
及 

(5 十 3) +8 一 8 十 8 一 16。 
在 群 B 的 情况 ,我 们 将 有 


r= 
例如 ， 


o|w -~ 
一 、 
中 
让 
Wm 
I 
wm|w 
|o 
下 


及 
(3.4):2-2.21 
8 3 2 3 y 
我 们 由 初等 代数 的 经 验 知道 ， 群 A 和 群 B 的 二 元 运算 是 可 结 
合 的 . 


现在 让 我 们 把 除法 作为 正 有 理 数 集 合 上 的 二 元 运算 来 考 
虑 ,看 看 这 时 结合 性 是 否 也 成 立 。 我们 有 


所 以 
7 一 (二 人头 ( 人 二 5) 二 世 

这 就 是 说 ,除法 不 是 正 有 理 数 集合 上 的 可 结合 的 二 元 运算 . 

那么 ,不 加 括号 的 表达 式 r@:@1 的 含义 是 什么 ?如 果 @ 
表示 一 个 集合 上 的 二 元 运算 ， 当 包 含 这 个 集合 的 三 个 元 素 时 
我 们 又 如 何 应 用 它 ? 我 们 能 给 表达 式 +@:@: 一 个 确定 的 意 
义 ， 就 是 或 者 按 前 两 个 加 括号 看 待 ， 或 者 按 后 两 个 加 括号 看 
待 。 在 第 一 种 情况 该 表达 式 就 好 象 (+@s)@1, 而 在 第 二 种 
情况 则 象 "@(:@z)， 因 为 @ 是 我 们 集合 上 的 一 个 二 元 运算 ， 
所 以 y 一 (r@:) 和 +x 一 (s@z) 都 是 我 们 集合 上 的 元 素 。 因 
此 (r@:)@:1 和 +@(:@1) 的 每 一 个 都 可 以 作为 仅 涉 及 到 这 个 
集合 的 二 个 元 素 : ”在 第 一 种 情况 即 y 和 4; 在 第 二 种 情况 即 
+r 和 zx. 

若 二 元 运算 名 是 不 可 结合 的 ， 则 元 素 r@x 与 y@1 通常 
是 不 同 的 ,从 而 表达 式 +@s@1: 没有 唯一 的 意义 。 例如 ,在 正 
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有 理 数 集合 上 的 除法 这 种 情况 下 ,表达 式 羡 + 3 二 这 的 全 
义 就 是 模棱两可 的 ,这 是 因为 

3 :SR 3 
信 + 引 + 亲人 而 二 + 二 3 一 二 
如 果 二 元 运算 @ 是 可 结合 的 。 则 元 素 *@z 与 y@1 是 相 


， 等 的 , 所 以 我 们 所 用 的 两 种 加 括号 方法 并 没有 差别 。 在 这 两 


种 情况 下 , 我 们 得 到 的 都 是 同一 元 素 的 表示 . 就 是 因为 这 种 
结合 性 ,下 面 三 个 表达 式 

r@:@:, +r@(:@), (rs 
显然 也 都 是 同一 元 素 的 表示 . 


公理 1( 结 合 性 公理 ) 在 群 中 , 一 个 二 元 运算 是 这 样 定 
义 的 : 若 +,s 和 zt 是 任意 三 个 元 素 , 则 
rQ@GG@D = (r@I Oi. 


用 “接着 一 词 描述 的 运算 是 可 结合 的 吗 ? 为 此 , 我 们 来 
考察 一 个 象 自行 车 轮子 一 样 、 能 围绕 通过 它 的 中 心 的 轴 旋 转 
的 圆 盘 ， 假 设 a, 5, < 是 这 个 圆 盘 的 旋转 的 任意 集合 , 若 用 @ 
表示 “接着 ”运算 (或 旋转 的 相继 ), 那 么 

(82s) = B04) 
总 成 立 吗 ? 容易 看 到 ， 括 号 的 用 处 仅仅 在 于 破坏 原 有 的 那 种 
a 第 一 ,5 第 二 、c 第 三 的 次 序 . 对 于 旋转 或 其 他 运动 的 任意 
集合 ,这 个 运算 是 可 结合 的 ,从 而 是 一 个 许可 的 群 运算 . 


单位 元 素 或 么 元 
剩 下 的 两 个 公理 涉及 到 数 1 的 概念 的 推广 ， 如果 我 们 想 
到 用 通常 的 乘法 作为 我 们 的 二 元 运算 ,. 那么 这 些 公理 似乎 是 


1410， 


ne 


非常 自然 的 。 首 先 我 们 检查 一 下 数 1 在 秉 法 中 的 性 质 . 若 * 
是 一 个 数 , 则 

2 1 一 1 .22 一 23 
这 就 是 说 ，” 与 1 的 乘积 是 >。 将 这 个 观点 推广 到 群 的 元 素 
和 和 群 的 运算 ;我们 得 到 公理 2。 


公理 2 (单位 元 素 公理 ) ”对 任意 的 群 元 素 *， 存 在 唯一 
的 群 的 元 素 1, 使 得 
a®@1 = 14 = a. 


在 二 元 运算 中 ,任意 元 素 与 元 素 工 配对 ( 作 二 元 运算 ) 都 对 


采用 字母 工作 单位 元 素 , 是 由 于 它 与 普通 算术 中 的 数 1 相 象 ， 


练习 3 假设 集合 是 由 实数 组 成 的 集合 ， 而 二 元 运算 是 
ee 


倒数 或 逆 元 条 ! 

与 推广 数 1 有 关 的 第 工 个 概念 ,是 将 倒数 概念 推广 到 群 ， 
若 «* 和 v 是 任意 两 个 使 wv 一 1 的 数 , 则 我 们 说 * 与 ” 互 为 倒 
数 。 下面 这 个 公理 是 这 个 观点 的 一 个 推广 . 


公理 3( 逆 元 素 公理 ) ” 若 “是 一 个 群 的 任意 元 素 , 则 这 
个 群 存在 唯一 的 元 素 o:, 使 得 
aQ@e- 一 or-IQa 一 人. 


元 素 o: 叫 做 < 的 逆 元 素 ， 显 然 o: 的 逆 元 素 是 a: 


(eo) =a. 


之 所 以 用 a-! 作 为 的 逆 元 素 的 符号 ,是 为 了 与 普通 代数 相 一 
致 ， 在 普通 代数 中 ,不 等 于 0 的 «的 倒数 ( 即 逆 元 素 ) 是 用 4-'。 


”表示 的 。 


让 我 们 来 概括 一 下 我 们 的 群 的 定义 。 一 个 群 是 一 个 集合 
G 及 G 上 的 一 个 二 元 运算 @, 且 使 得 如 下 的 公理 都 成 立 ; 
公理 1( 结 合 性 公理 ) ”对 G 的 任意 元 素 +, :, 二 都 有 
r@(GQ@D = (rBI®:. 
公理 2 (单位 元 素 公理 ) ”对 G 的 每 一 个 元 素 >, 在 6 中 
都 存在 唯一 的 元 素 1, 使 得 
r@1 = Ir 一 >. 
公理 3 ( 逆 元 素 公 理 ) ”对 G 的 任意 元 素 , 都 存在 6 的 
唯一 的 元 素 ~!, 使 得 
7 四 盖 一 r-IQr 一 1。 


读者 不 应 设想 ， 这 个 群 的 公理 化 定义 是 从 某 一 个 数学 家 
的 头脑 中 一 下 子 暗 出 来 的 。 数 学 概念 常常 是 许多 数学 家 以 一 
种 非常 没有 规律 的 方式 发 展 起 来 的 ,一阵 高 一 阵 低 ,有 时 走 到 
死胡同 , 有 时 却 作出 革命 性 的 发 现 。 实际 上 构成 群 的 基础 的 
正式 的 公理 ,在 群 论 工作 中 大 约 经 一 个 世纪 之 久 才 表 述 清楚 . 

早 在 1771 年 拉 格 朗 日 (Lagrange) 就 已 提出 并 证 明了 第 一 
个 重要 的 定理 〈 在 稍 后 一 点 的 章节 中 我 们 将 考虑 这 个 定理 )， 
但 到 1815 年 柯 西 @ (Cauchy) 开始 写 群 论 方面 的 著作 时 ， 考 


@ 奥古斯丁 -路 易 斯 * 柯 西 《1789 一 1857), 他 强调 数学 分 析 的 严格 性 而 对 
数学 的 发 展 作出 巨大 贡献 .他 提出 的 “极限 ”, “连续 性 ”及 “收敛 性 ”现在 仍 
然 是 现代 数学 分 析 概 念 的 基础 。， 柯 西 是 使 群 论 (特别 是 置换 群 论 ) 得 到 系 
统 发 展 的 先驱 者 之 一 。 他 还 以 他 的 单 复 变 函数 论 的 基本 定理 而 知名 , 
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虑 的 还 仅 是 元 素 是 用 置换 表示 的 群 .“ 群 ”这 个 词 是 伽 罗 华 
《Galois) 在 1832 年 引进 的 , 伽 罗 华 是 第 一 个 指出 群 可 不 用 置 
换 作 元 素来 定义 的 人 。 直 到 1854 年 ,强调 结构 这 种 思想 发 展 
到 使 得 凯 业 @ 《Cayley) 才能 指出 ,可 不 管 元 素 种 类 的 特殊 性 
和 具体 性 而 抽象 地 定义 群 。 凯 莱 指 出 , 群 的 本 质 结构 仅 依赖 


、 于 规定 元 素 对 二 元 运算 的 方法 , 


在 我 们 进一步 给 出 群 的 一 些 例子 之 前 ,我们 来 简化 并 推 
广 我 们 将 利用 的 群 的 二 元 运算 的 符号 。 初 等 代数 的 经 验 提醒 
我 们 ， 中 / 
4aQ@20 一 < 
可 简写 成 
200 一 c， 
读 作 : 元 素 。 乘 元 素 5 对 应 于 元 素 ab, 08 电 做 < 和 的 乘积 
《也 可 记 作 <)。 今后 ,我们 将 不 总 是 用 思 表 示 一 般 的 二 元 运 
算 , 我 们 将 用 符号 a6 来 表示 “ 与 5 的 群 乘法 。 有 时 我 们 也 将 
ap 写成 < 5 的 形式 
用 “乘法 ”作为 群 二 元 运算 的 一 般 术 语 ， 一 般 不 会 与 普通 
算术 中 的 乘法 相 混 淆 ， 群 的 元 素 是 数 、 群 的 二 元 运算 是 普通 
乘法 的 情况 可 以 作为 一 个 特殊 情况 出 现 . 但 是 在 一 般 情况 
下 , 群 的 乘法 将 看 作 算 术 乘法 的 一 种 抽象 推广 . 
注意 ”在 一 个 集合 的 元 素 上 虽然 可 以 定义 许多 运算 ,但 
在 任何 特殊 的 群 上 ， 只 有 一 个 唯一 确定 的 运算 即 群 的 运算 。 


@ 亚 瑟 . 凯 莱 (1821 一 1895) 在 数学 的 许多 分 支 都 有 过 著作 ,从 几何 和 代数 到 
理论 动力 学 和 物理 天 文学 . 他 同时 花 许多 时 间 (用 14 年 ) 从 事 法 律 工作 . 
现在 凯 业 主要 以 矩阵 论 上 的 创见 及 其 在 群 论 方面 的 工作 而 著名 ， 
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第 三 章 群 的 例子 


如 果 我 们 想 要 断定 ， 具 有 特定 二 元 运算 的 一 个 给 定 的 元 _ 


素 集合 是 否 构成 一 个 群 ， 我 们 必须 逐一 检查 上 述 公理 是 否 都 
能 成 立 。 让 我 们 检查 下 面 一 些 集 合 是 否 符合 群 的 条 件 。 我 们 
首先 由 群 A( 见 第 2 页 ) 做 起 . 


例 1 


元 素 的 集合 ”所 有 整数 ( 正 整数 、 负 整数 及 0). 

二 元 运算 ”加 法 . 

结合 性 ” 数 的 加 法 是 可 结合 

单位 元 素 0 是 这 个 集合 的 一 个 元 素 ， 而 且 对 每 一 个 整 
数 “ 都 有 * 十 0 一 0 十 zx 一 %。 所 以 0 是 单位 元 素 。 

逆 元 素 若 “ 是 一 个 整数 , 则 一 x 也 是 一 个 整数 ,而 且 有 
# 十 (一 zx) 一 (一 x) 十 zx 一 0; 所 以 一 x 是 x 的 逆 元 素 。 用 
群 的 记 法 即 x 一 一 一 x. 

所 以 ,经 过 检验 ,这 个 集合 是 一 个 群 . 因为 这 个 群 有 无 限 
多 个 元 素 ， 所 以 我 们 称 它 是 无 限 群 ， 这 个 群 有 时 也 叫做 无 限 
加 法 群 或 整数 加 法 群 . 


例 2 
集合 与 例 1 相同 ,但 现在 改 用 乘法 .读者 自己 不 难 验 证 ， 
乘法 是 所 有 整数 的 集合 上 的 二 元 运算 ,而 且 可 结合 性 公理 及 
单位 元 素 公理 都 是 成 立 的 。 现 在 来 看 这 个 集合 是 否 满足 公理 
3, 我 们 来 试 求 元 素 2 的 逆 元 素 ,为 此 我 们 需要 一 个 能 满足 
14 。 


多 


2Q@x 一 
即 

2x 一 1 
的 整数 x*。 这 样 的 整数 不 存在 , 所 以 , 改 用 乘法 后 就 不 是 一 个 
群 . 


例 3 


集合 由 两 个 数 1 及 一 1 组 成 ,二 元 运算 是 乘法 : 
(DGD =1( 一 DG 一 D 一 1 
(DC 一 D 一 (一 DG 一 一 1 

结合 性 无 疑 地 - 

单位 元 素 单位 元 素 是 1. 

逆 元 素 因为 (1D)(1) 一 1 及 (一 D( 一 D 一 1， 所 以 
(D- 一 1 及 (一 D-= 一 1。 即 每 一 个 元 素 的 逆 元 素 是 它 
自己 . 

所 以 我 们 得 到 一 个 群 。 这 个 群 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ， 
所 以 我 们 说 它 是 有 限 群 一 个 有 限 群 的 阶 就 是 集合 的 元 素 的 
个 数 。 这 个 群 的 阶 是 2. 


例 4 


有 阶 是 工 的 群 吗 ? 用 乘法 作 二 元 运算 的 仅 含有 数 1 的 集 
合 能 作成 一 个 群 吗 ? 对 三 个 公理 作 检 验 即 知 ， 它 是 一 个 阶 为 
1 的 群 . 


例 5 


下 面 我 们 将 考察 一 个 群 , 它 的 元 素 是 几何 图 形 的 运动 . 运 
动 这 个 概念 以 后 将 经 常 出 现 ， 所 以 我 们 将 详细 令 述 这 个 运动 
及 运动 群 ,以 使 读者 有 一 个 坚实 的 基础 . 
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考察 这 样 的 运动 : 等 边 三 角形 在 它 所 在 的 平面 内 绕 过 它 
的 中 心 的 轴 所 作 的 旋转 ， 我 们 提 到 的 群 是 以 其 中 的 某 些 特 选 
的 旋转 作为 元 素 的 ， 而 集合 上 的 二 元 运算 将 是 “接着 ”或 “ 相 
的 那些 运动 ， 这 样 的 运动 叫 重合 过 动 。 
为 了 给 出 重合 运动 的 具体 图 形 ， 我 们 首先 在 平面 上 任 选 
一 个 特殊 的 位 置 作为 等 边 三 角形 的 ( 作 任 意 旋转 之 前 的 ) 初 始 
位 置 其 次 在 每 一 个 顶点 标示 一 个 数 作为 识别 的 标记 。 可 以 
如 图 3.1 那样 ,中 心 的 圆 点 表示 旋转 的 轴 与 三 角形 所 在 平面 的 
交点 ， 而 顶点 的 标记 将 帮助 我 们 判别 我 们 集合 中 的 运动 的 不 
同 .我 们 应 当 记 住 ,三 角形 与 它 自己 重合 ,并 不 是 每 一 个 (被 标 
记 ) 被 分 配 的 顶点 都 必须 与 它 自己 重合 ,而 仅 是 三 角形 各 边 旋 
转 之 后 必须 与 初始 位 置 上 的 边 重 合 . 例如 ,如 果 图 3.1 中 的 三 
角形 反 时 针 方 向 绕 轴 转 120”, 我 们 能 看 到 ， 旋 转 后 的 三 角形 
好 象 是 第 二 个 三 角形 , 它 重 登 于 初始 位 置 的 三 角形 ， 如 图 3.2 
所 示 . 图 3.2 中 括号 中 的 符号 表示 初始 位 置 时 的 顶点 . 我 们 看 
2 3 (7) 
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到 ,这 种 旋转 伴随 着 顶点 间 的 一 个 轮换 : 
1 换 成 2, 2 换 成 3, 3 换 成 1. . 
为 了 简便 起 见 , 我 们 用 象 图 3.3 那样 的 方法 来 表示 三 角 
形 的 与 它 自己 重合 的 两 个 位 置 。 注意 。 顶点 1 的 一 角 被 涂 黑 
将 有 助 于 识别 三 角形 的 运动 。 
有 其 他 的 旋转 也 能 使 三 角形 从 原始 位 置 进入 上 面 画 的 第 
ee 16 。 


er 


1 3 2 1 
初始 位 置 反 时 针 转 120° 后 的 位 置 
33 
二 个 位 置 吗 ? 回答 是 肯定 的 ， 顺 时 针 转 240” 是 ， 反 时 针 转 
480 ”或 840° 也 是 ， 读 者 可 以 自己 验证 , 无 限 集合 。 _ 
4 一 { 反 时 针 转 120° 士 (360k)",A 一 0 1,2,.…} 
中 的 任意 一 个 旋转 都 有 同样 效果 〈 负 的 反 时 针 旋 转 解释 成 一 
个 顺 时 针 旋 转 7.。 
集合 4 中 的 运动 有 一 个 共同 性 质 ， 就 是 我 们 的 三 角形 的 
顶点 都 用 如 下 的 特殊 方式 由 初始 位 置 变换 为 旋转 后 的 位 置 : 
初始 位 置 旋转 后 的 位 置 
1 2 
2 3 
多 1 


位 旱 的 选择 无 关 . 

_ 现在 让 我 们 取 一 个 元 素来 表示 集合 4 的 任何 一 个 元 素 . 
如 下 意义 的 顶点 轮换 ( 见 图 3.4): 

1 ek ne 
能 够 被 看 作 是 集合 4 的 (三 角形 从 任意 选 定 的 初始 位 置 进入 
与 它 自己 重合 位 置 的 ) 代表 元 .集合 4 的 所 有 运动 都 有 这 个 
效果 . 
对 于 给 出 的 位 置 ,可 以 让 a 表示 集 4 的 某 个 特殊 运动 , 例 
如 (为 了 便于 寻求 ) a 可 以 是 反 时 针 转 120", 这 对 应 于 在 
120° 土 (360k)® 
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初始 位 置 运动 。 得 到 的 结果 位 置 
图 3.4 
中 选取 一 0. 如果 读者 愿意 将 。 取 作 某 个 其 他 的 特殊 运动 ， 
例如 他 愿意 取 一 13, 则 反 时 针 转 4800° 就 是 他 所 选取 的 集 
4 的 代表 。 这 种 特殊 的 选取 仅仅 是 为 了 方便 。 重要 的 是 ,从 
人 集合 4 的 所 有 运动 ， 用 同 祥 方法 选取 我 们 
的 三 角形 的 轮换 项 点， 都 与 它 的 初始 位 置 
无 关 . 我 们 可 用 
1l—2,2—3,3—1 
3 0 2 来 标明 我 们 的 顶点 轮换 . 
图 3.5 除 此 之 外 集合 4 中 还 有 其 他 的 旋转 
( 即 三 角形 的 重合 运动 ) 吗 ? 考察 旋转 集合 
B 一 { 反 时 针 转 240? 土 (3604) ,和 一 0，1,， 2，… 上 . 
这 个 集合 的 任何 运动 结果 如 图 3.5 所 示 。 图 3.6 则 表示 图 3.5 
的 “分 开 的 ”情况 . . 
与 上 述 类 似 ,可 用 5。 表示 集合 B 的 任意 一 个 元 素 ,也 就 是 


图 3.6 


作 这 个 集合 的 一 个 “代表 ”。 为 了 方便 起 见 , 我 们 用 “标记 这 
~ 个 运动 的 结果 位 置 。 这 与 从 集合 选取 的 旋转 无 关 , 它 的 作 
用 是 三 角形 顶点 的 如 下 的 轮换 : 
$ 2:1 一 3, 3 一 2,2 一 1 
《也 就 是 1 变 为 3, 3 变 为 2,2 变 为 1). 
三 角形 重合 于 它 自身 的 旋转 的 其 他 集合 是 : 
C 一 { 反 时 针 转 0° 士 (360k)” ,大 一 0，1，2，…)}。 
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初始 位 置 Ps 
图 3.7 
在 图 3.7 中 ,。 是 集合 C 的 任意 元 素 . 注意 , 运动 < 是 三 
角形 回 到 原始 位 置 的 旋转 ,其 效果 是 如 下 的 顶点 对 应 : 
ci:l>1,2—>2,3—3. 
我 们 的 目的 是 要 得 到 一 个 运动 群 ; 由 于 一 个 群 必须 含有 
一 个 单位 元 素 (单位 元 素 公理 ), 所 以 我 们 将 注意 辨认 集合 C 的 
任意 运动 是 否 可 作为 一 个 单位 元 素 . 事实 上 , 若 * 是 集 4， 
3 或 C 的 任意 元 素 ， 则 “z 接着 ”是 一 个 与 * 处 于 同一 集合 
的 旋转 ,而 且 “c 接 着 x” 也 是 一 个 与 x* 处 于 相同 集合 的 旋转 。 
为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 应 回想 起 ， 4 中 的 旋转 是 旋转 
120° 士 (360k)°, k=0,1,2,..*, 
而 C 中 的 旋转 是 旋转 
0° 土 (360m)? ,和 一 0,1,2，… 
如 果 一 个 旋转 后 接着 又 一 个 旋转 ， 则 旋转 的 角度 将 是 这 两 个 
旋转 角度 的 和 . -所 以 “a 接着 <” 旋转 的 角度 是 
tS 19 。 


120° 土 (360k)? 十 0° 土 (360m)° 
即 
120° + (360(% 十 m))®. 
因为 《和 mm 是 整数 , 所 以 十 六 是 整数 ,所 以 旋转 " 。 接着 <” 
在 集 4 内 .类 似 地 ,“c 接着 a” 是 旋转 
120° 土 360(m 十 和 )?°， 


- 


也 在 4 内. 
应 用 群 乘法 (第 13 页 ) 的 概念 ,我 们 有 


ac=ca=4a, bc=eb=b, cc 一 c， 
这些 结果 是 普遍 有 效 的 ， 与 集合 4、B 和 C 的 元 素 (分 别 表 
示 为 ,5 及 <) 的 选取 无 关 . 这 些 结果 证 明 , 集 合 C 中 的 任意 
元 素 可 用 符号 了 (表示 单位 元 素 ) 代 替 . 
我 们 详细 讨论 了 所 有 绕 轴 的 重合 旋转 .三 个 集合 4、B 、 


2 3 1 


人 2 “A 
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C 包含 了 每 一 种 旋转 。 这 三 个 集合 的 代表 元 a、5、I 的 “分开 
的 ?位置 如 图 3.8 所 示 。 注意 三 角形 的 三 个 位 置 中 的 每 一 个 ， 
ee 我 们 


eee re 


个 集合 上 的 二 元 运算 ， 为 了 验证 群 公理 ， 我 们 需要 求 出 两 个 元 
素 的 所 有 乘积 .例如 ,让 我 们 应 用 项 点 对 应 的 办 法 并 按 运动 "4 
接着 的 含义 来 求 z6。 
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a: 1 一 2 上 1 一 3 
vp 、 2 
3 一 1 2—51 
运动 4 将 顶点 1 变 为 顶点 2; 运动 。 又 将 顶点 2 变 到 顶点 1; 
所 以 运动 a 之 后 接着 运动 5b 的 效果 等 于 将 顶点 1 变 到 它 自 
己 。 类 似 地 , «将 2 变 到 3,。 将 3 变 到 2, 所 以 a6 将 2 变 到 
它 自己 ,如 此 等 等 所 以 有 
ap: 1 一 2 一 1， 即 1 一 1， 
2 一 3 一 2， 即 2 一 2， 
3 一 1 一 3， 即 3 一 3。 
显然 有 
2 一 1 了. 
读者 容易 验证 ,其 余 的 乘积 是 
aa=mb, bb=a, ba=]1, 
现在 我 们 已 肯定 了 “接着 ”是 我 们 集合 上 的 二 元 运算 .我 
, 们 剩 下 的 仅 需 验证 群 公理 也 是 满足 的 . 
结合 性 ”我 们 在 10 页 已 经 指出 ， 当 集合 的 元 素 是 运动 
时 ,相继 运算 是 结合 的 . 
单位 元 素 ”上面 的 讨论 已 经 指出 ， 集 合 C 的 代表 元 了 是 
单位 元 素 . 
地 元 素 因为 、 
2a 一人， ba 一 1 (当然 还 有 7 .7 一 7)， 
所 以 每 一 个 元 素 在 这 个 集合 中 都 有 一 个 逆 元 素 。 
例 6 
假设 对 任意 的 整数 ,我 们 仅 考虑 它 除 以 2 的 余数 ,而 且 若 


两 个 整数 有 相同 的 余数 , 则 我 们 说 它们 是 相等 的 这样 一 来 ， 
两 个 都 是 偶数 的 整数 是 相等 的 , 都 是 奇数 的 也 是 相等 的 ， 我 
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们 用 2 
8 = 6(mod 2) 
表示 : 当 除 以 2 时 , 8 与 6 有 相同 的 余数 ,其 中 “ = ”表示 “ 相 
等 ”, 而 “mod” 是 “ 模 ” 这 个 字 的 英文 “modulo” 的 缩写 。 类 似 
.， 地 我 们 能 写 
7 = 3(mod 2), 
这 是 因为 7 与 3 除 以 2 时 有 相同 的 余数 。 所 以 , 如 果 * 表示 
任意 的 偶数 ,而 y 表示 任意 的 奇数 , 则 我 们 可 以 记 为 
*= 0(mod2), y= 1(mod 2). 

事实 上 ,这 个 “ 模 2 相等 ”的 概念 使 我 们 能 够 用 0 和 1 分别“ 表 
示 ” 侦 数 和 奇数 . 

现在 我 们 来 检验 用 “ 模 2 加 法 ” 作 二 元 运算 且 仅 有 0 与 1 
两 个 元 素 的 集合 能 否 作 成 一 个 群 。 为 此 , 我 们 先 如 下 地 定义 
两 个 整数 4 与 2 的 模 2 加 法 (用 外 表 示 ): 若 

4a 十 5 一 0 (mod2)， 
《 即 如 果 a 与 5 的 通常 的 和 是 偶数 ), 则 
aBb = 0; 
车 
a++b=1 (mod2)， 
则 
aPBb = 1. 
模 2 加 法 是 集合 {0, 1} 上 的 一 个 完全 确定 的 二 元 运算 , 这 是 
因为 
0+0=0(mod2), 0+1= 1(mod2), 
1+0= 1(mod2), 1+ 1= 0(mod2), 

即 
0B0=0, 0B1 = 1, 1B0 = 1, 1@1 = 0, 
*， 22， 到 


结合 性 ”检验 模 2 加 法 是 可 结合 的 是 容易 的 ,例如 
1+ (1+D)=1+0=1(mod?), 


(+D)+1=0+1=1(mod2). 
单位 元 素 0 是 单位 元 素 . 
逆 元 素 ”因为 


0+0=0(mod2), 1+ 1= 0(mod2), 
所 以 每 一 个 元 素 的 逆 元 素 是 它 自 己 。 

我 们 恰好 把 所 有 的 整数 划分 为 两 类 , 偶 整数 用 0 表示 , 奇 
整数 用 1 表示 。 当 我 们 考虑 除 以 3 的 余数 时 , 也 可 以 把 所 有 
的 整数 集合 划分 成 3 类 : ”所 有 除 以 3 余数 为 0 的 整数 是 一 
类 ,所 有 余数 为 1 的 是 另 一 类 ,所 有 余数 为 2 的 是 第 三 类 . 我 
“ 们 有 ,例如 

12 = 15(mod3), 7 = 1(mod 3), 5 = 8(mod 3); 
也 就 是 说 , 除 以 3 后 余数 相同 的 整数 是 模 3 相等 的 . 
类 似 地 , 按 除 以 4 的 余数 ,我 们 可 以 考虑 整数 模 4 的 等 价 
类 ,一 般 地 ,可 考虑 模 任意 整数 7 的 整数 等 价 类 .因为 除 以 # 
时 所 有 可 能 的 余数 是 
0 1，… 2 一 1 
所 以 我 们 得 到 ”个 等 价 类 ,我 们 可 用 0，1,…，? 一 1 表示 这 
, 些 等 价 类 . 
读者 自己 验证 ,有 二 元 运算 “ 模 w 加 法 ”的 集合 . 
{0, 1,2,-…*, 2—1} 
构成 一 个 群 . 〔 若 * 是 我 们 集合 的 任意 元 素 , 它 的 逆 元 素 是 什 
么 ? 我 们 求 满足 
*x* 十》 拓 0(modz) 
的 元 素 ? 时 ,应 注意 > = 0Cmodz).) 
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例 7 


现在 我 们 来 考察 有 二 元 运算 “ 模 5 乘法 ”的 整数 集 {1, 2， 
3, 4}。 所 谓 “ 模 5 乘法 "是 指 ,对 任意 两 个 整数 及 s, 若 
r*s=t(mod5), 
也 就 是 如 果 除 以 5 时 + .与 * 有 相同 的 余数 , 则 记 作 
r@s 一 :或 (r,s) >>1. 
例如 ,因为 3. 4 二 12 = 2 (mod5), 所 以 
3@4 = 二 2 或 (3, 4) 二 2. 
如 证 明 出 任意 两 个 元 素 的 乘积 都 等 于 我 们 集合 中 的 某 一 个 整 
数 时 ,读者 也 就 验证 了 模 5 乘法 是 我 们 集合 上 的 二 元 运算 . 
; 结合 性 ”由 整数 的 普通 乘法 的 可 结合 性 推 得 模 5 乘 的 可 
结合 性 (验证 这 一 点 ). : 
单位 元 寨 .单位 元 素 是 1。 ， 
逆 元 素 1 的 逆 元 素 是 它 自身 ; 2, 3 及 4 的 逆 元 素 由 如 下 
的 关系 式 推 得 : 
2.3 一 1(mod5)，… 2 的 逆 元 素 是 3; 
3 .2 一 1(mnod5)，… 3 的 疼 元 素 是 2; 
4，4 三 l(mod5)，… 4 的 逆 元 素 是 4. 
试问 从 我 们 的 集合 中 去 掉 0 是 必须 的 吗 ? 也 就 是 说 , 在 
模 5 乘法 这 个 运算 下 ,集合 {0, 1, 2, 3, 4} 是 一 个 群 吗 ? 
读者 还 可 以 提 这 样 的 问题 。 集合 {1, 2, 3} 在 模 4 乘 法 
这 个 二 元 运算 下 构成 一 个 群 吗 ? 读者 首先 应 试 求 2 的 逆 元 ， 
也 就 是 求 适合 
的 元 素 *. 


2x = 1(mod 4) 


例 8 
一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 它 只 有 1 及 自 身 这 两 个 正 整 数 
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因子 ， 则 说 它 是 一 个 素数 ， 设 ?是 一 个 素数 ,考察 集合 
{1,2,3,.…,p—1). 

我 们 指出 ,“ 模 乘法 是 这 个 集合 上 的 一 个 二 元 运算 ,而 且 群 

的 三 个 公理 都 成 立 .读者 可 以 假设 结合 性 公理 及 单位 元 素 公 

理 是 成 立 的 ,作为 练习 的 仅 是 :证 明 逆 元 素 公理 也 是 成 立 的 . 


练习 4 ?是 一 个 素数 , 考察 有 二 元 运算 “ 模 ? 乘法 ”的 
集合 {1, 2,.3,*…*, 一 1}。 证 明 对 这 个 集合 的 任意 元 素 x， 
在 这 个 集合 中 都 存在 一 个 元 素 y 使 得 

zy 一 1(modp). 
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第 四 章 群 的 乘法 表 


现在 我 们 必须 着 手 考虑 这 样 的 问题 : 我 们 怎样 才能 确定 
一 个 特殊 的 群 》 换 名 话说， 在 数学 上 要 多 少 信息 量 才 足 以 确 
定 一 个 群 ”而 我 们 又 将 怎样 显 示 确 定 一 个 特殊 群 的 数据 ? 
了 这 些 问题 的 回答 。 这 种 乘法 表 的 排列 形式 类 似 于 熟知 的 算 ， 
术 中 的 乘法 表 ， 群 的 元 素 排 在 表 的 最 上 一 行 。 并 以 同样 的 次 
序 排列 在 表 的 最 左边 一 列 ,而 表 中 的 值 则 是 群 元 素 的 乘积 . 

首先 考察 阶 为 2 的 、 仅 包含 两 个 元 素 1 及 一 1 的 、 用 普通 
乘法 作 二 元 运算 的 群 。 表 4.1 展示 了 这 个 群 的 两 个 元 素 的 所 
有 可 能 的 乘积 。 因 为 普通 乘法 是 当 
交换 的 ， 所 以 这 个 群 的 任意 两 个 元 
素 可 以 相互 交换 . 

其 次 我 们 将 构造 等 边 三 角形 的 
在 平面 中 的 重合 旋转 的 群 ( 见 例 5， 

表 4.1 第 15 页 ) 的 乘法 表 . 当 用 1, 4,4& 

表示 这 个 群 的 三 个 元 素 时 ， 我 们 将 它们 及 它们 的 乘积 排列 成 
表 4.2. 这 里 的 解释 和 简化 应 按 次 序 ， 所 以 我 们 不 能 随便 将 这 
个 群 的 任意 两 个 元 素 相互 交换 .由 于 这 个 原因 ,乘积 中 的 每 一 
个 因子 是 按 执 行 乘法 时 的 次 序 写 的 ， 列 表 时 还 规定 将 第 一 个 
” 因子 排 在 表 的 最 左边 一 列 , 第 二 个 因子 排 在 表 的 最 上 面 一 行 . 
我 们 曾 详细 讨论 过 这 个 群 , 在 第 21 页 我 们 还 求 得 


aa 一 5，4a0 一 bz 一 50 一 4a。 


中 团 > | 以 
A 
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RB 
a 
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当 利 用 这 些 结果 及 单位 元 素 工 的 一 些 性 质 时 ， 我 们 可 以 
将 这 个 乘法 表 写 成 如 表 4.3 所 示 . 


这 个 旋转 群 的 许多 性 质 可 以 从 它 的 乘法 表 上 直接 看 出 ， 
逆 元 素 可 以 在 表 中 出 现 工 的 行 和 列 观察 到 。 注 意 表 中 还 有 如 
下 有 趣 的 “一 致 性 ?: 每 一 行 是 最 上 面 一 行 的 重新 排列 (或 置 
换 ), 每 一 列 是 最 左边 一 列 的 重新 排列 。 

这 个 乘法 表 还 表明 。 这 个 群 的 所 有 的 元 素 都 是 可 以 互相 
交换 的 ， 这 是 由 关于 主 对 角 线 对 称 的 各 元 素 的 乘积 都 相同 这 
一 点 看 出 的 。 所 谓 主 对 角 线 ， 就 是 从 表 的 左上 角 到 右 王 角 的 
线 , 表 4.3 中 的 主 对 角 线 是 
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在 任何 乘法 表 中 ， 如 果 

一 个 乘积 是 **， 则 与 其 对 称 
的 元 素 的 乘积 就 是 xr， 如 果 
一 个 群 的 任意 两 个 元 素 都 是 

a 可 闪 换 的 ， 则 称 这 个 群 是 交 
的 于 、， Dat 


下 be 从 这 个 
冬 法 表 的 当前 形式 还 不 能 直接 看 出 ,但 是 以 后 我 们 将 引进 
某 个 新 记 法 ， 并 应 用 它 将 这 个 乘法 表 写 成 其 他 更 明显 的 形 
式 . 
由 于 群 乘法 是 普通 乘法 的 一 种 推广 ， 所 以 我 们 也 可 以 将 
群 元 素 aa 用 a? 表示 ， aaa 用 表示 ,一般 地 ,个 a 的 乘积 
用 尺 表示 .类 似 地 ,《a-)(a-) 可 以 写成 a7?, 个 a7! 的 乘 
积 可 以 写成 et。 由 于 
at。at 一 1， 
所 以 很 自然 地 定义 a* 一 7。 群 元 素 a 叫做 “的 7 次 方 ,其 中 
# 是 任意 整数 。 读者 自己 可 以 验证 , 对 乘 寡 的 通常 规则 对 于 
群 乘 智也 成 立 . 
前 面 讨 论 这 个 群 时 曾 得 到 
0 一 aa 一 0 
a =aa—=a = 1, 
所 以 这 个 群 的 乘法 表 可 以 写成 表 4.4 的 形式 . 在 最 后 这 种 形 
ee i 抽 这 一 概 全 
将 在 稍 后 的 讲 群 的 生成 元 的 那 一 节 进 一 步 讨 论 。 
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非 交 换 群 
虽然 我 们 过 到 过 非 交换 元 素 对 的 例子 。 但 我 们 还 没有 见 


”过 非 交换 群 ， 前 面 讲 到 交换 群 时 是 作为 其 任何 两 个 元 素 都 可 


交换 来 定义 的 。 这 样 的 群 又 叫 阿 贝尔 旭 。 采 用 这 个 名 称 是 为 
了 纪念 数学 家 阿 贝尔 9 〈Abel) 的 工作 ， 他 是 第 一 个 将 这 样 
的 群 应 用 于 方程 理论 的 人 

一 个 群 只 要 有 两 个 元 素 不 可 交换 。 这 个 群 就 叫做 非 交 换 
群 ;就 是 说 ,在 非 交换 群 中 可 以 有 一 些 元 素 对 是 可 交换 的 能 
找到 任何 两 个 元 素 都 不 可 交换 的 群 吗 ”回答 是 明确 的 “不 
能 >。 原因 很 简单 : 每 一 个 群 都 必须 含有 单位 元 素 1, 而 了 与 
每 一 个 元 素 都 可 交换 . 

现在 让 我 们 来 构造 一 个 阶 为 6 的 非 交换 群 。 以 后 我 们 将 
看 到 ,对 非 交换 群 来 说 ,这 已 是 最 小 的 可 能 的 阶 。 为 了 构造 我 
们 的 群 ,我 们 来 考察 等 边 三 角形 的 使 它 与 其 自身 重合 的 旋转 。 
我 们 剖 限制 三 角形 只 能 在 它 所 在 的 平面 内 旋转 。 并 检验 了 这 
种 旋转 的 集合 , 看 到 它们 构成 一 个 阶 为 3 的 群 。 如 果 我 们 取 
消 这 种 限制 , 则 还 有 其 他 旋转 也 是 所 容许 的 。 这 是 因为 三 角 


@ ”挪威 数学 家 N. 有 H. 阿 贝尔 证 明了 ;一 般 的 五 次 代数 方程 不 可 能 用 根 式 
求解 。 在 他 的 代数 方程 的 工作 中 , 他 应 用 了 交换 群 (现在 叫 “ 阿 贝 尔 群 ”) 
的 概念 。 他 还 在 函数 论 (特别 是 椭 贺 函数) 的 探讨 中 打开 了 新 的 领域 ， 他 
死 于 结核 病 时 年 仅 26 岁 . 


a 


形 还 能 越 出 平面 作 转动 一 一 翻转 。 例如 , 以 它 的 一 个 高 为 轴 
翻转 三 角形 时 ,也 可 使 它 与 自己 重合 , 但 这 并 不 是 例 5 (第 15 
页 ) 中 研究 过 的 旋转 .我 们 将 看 到 ,现在 三 角形 与 它 自己 重合 
的 位 置 共 有 6 个 。 我们 用 
I, ror f, fr fr 
分 别 标记 这 6 个 位 置 ( 见 图 4.1). 

为 了 引起 读者 对 空间 有 直观 感觉 在 本 书 中 将 时 常 有 群 


信人 人 
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图 4.1 | 


性 质 的 几何 表示 . 我 们 建议 读者 最 好 采用 物理 模型 人 辅助. 
例如 ,在 这 里 若 用 纸板 前 下 等 边 三 角形 以 模仿 所 说 的 旋转 ,将 
有 助 于 把 运动 形象 化 . 

为 了 构造 我 们 的 群 , 下 面 我 们 利用 与 例 5 (15 页 ) 类 似 的 
方法 ， 用 这 种 方法 对 付 旋转 群 是 比较 方便 的 。 

用 来 表示 运动 的 符号 常常 给 一 个 特殊 的 意义 .在 这 一 节 ， 
7 表示 等 边 三 角形 的 绕 过 中 心 的 轴 反 时 针 转 120°, 但 它 也 可 
以 表示 集合 4 的 任意 一 个 反 时 针 旋 转 


NU 


120° + (360k)°, R= 0, 1,2, 
的 元 素 . 类 似 地 , 稍 后 ， 我 们 也 将 引进 运动 为 了 便于 运动 
形象 化 也 给 它 一 个 特殊 的 意义 ， 即 用 它 来 表示 三 角形 的 “ 翻 
重要 的 是 ， 我 们 将 把 所 有 这 些 用 同样 方法 作 的 顶点 


eevee» 


我 们 希望， 我 们 的 天 的 运动 有 一 个 图 形 表示 ,但 木 书 的 
止 图 形 不 能 直接 找 绘 运动 .因此 ,我 们 将 采用 20 页 的 办 法 :用 
人 的 人生 全 的 生生 如 果 符号 * 
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随后， .我们 将 发 现 ， 用 > 雪 坟 绵 二 站 于 二 角 兴 所 在 平面 有 
过 三 角形 中 心 的 轴 、 反 时 针 转 120° 的 旋转 将 是 方便 的 . 于 
是 ,正如 我 们 已 经 看 到 的 , 运动 1, +, r? 只 能 到 达 前 三 个 位 置 
《我 们 应 回想 起 , 了 是 转 0” 土 (360)” 的 旋转 ). 

为 了 到 达 其 余 的 新 位 置 ,我 们 必须 设法 翻转 这 个 三 角形 . 
我 们 能 用 三 角形 绕 过 一 个 顶点 的 高 转 180° 的 旋转 来 实现 这 
一 点 ， 我 们 选 过 顶点 2 的 高 作为 我 们 的 旋转 的 轴 ， 我 们 用 
表示 绕 这 个 轴 转 180° 的 旋转 。 当 然 , f 也 可 以 表示 绕 这 个 轴 
转 


180° + (360k)° 
的 任意 一 个 旋转 。 所 以 我 们 有 图 4.2 中 的 图 形 . 
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图 4.2 
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我 们 将 试图 一 明 符号 f 的 意义 .为 此 我 们 将 图 4.1 中 用 
f 和 fr 标记 的 位 置 在 图 4.3 中 又 重 画 了 一 下 . 由 图 4.3 看 到 ， 
旋转 似乎 是 顺 时 针 转 120°， 而 不 是 所 述 的 皮 时 针 转 120°. 
但 是 如 果 我 们 注意 到 翻转 三 角形 时 旋转 + 的 轴 也 被 翻转 《 因 
而 旋转 方向 就 相反 ) 的 话 。 这 种 表面 上 的 矛盾 也 就 不 存在 了 . 
首先 我 们 需要 对 旋转 作 更 详细 的 叙述 我们 取 通 过 三 角形 
中 心 的 垂直 于 它 所 在 平面 的 直线 为 轴 , 这 个 轴 的 方向 如 图 4.4 
中 的 箭头 所 示 , 而 我 们 的 旋转 > 则 伴随 着 如 下 的 顶点 轮换 : 
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图 4.4 


1—>2, 2—>3, 3 一 1 
(也 就 是 1 变 为 2, 2 变 为 3, 3 变 为 1). 
现在 我 们 设想 , 轴 的 箭头 是 右 旋 螺 钉 的 旋 进 方向 ,旋转 
(三 角形 转 120?) 的 效果 相当 于 你 将 右 旋 螺钉 旋 紧 。 如 果 图 
4.4 中 的 第 一 个 三 角形 被 f 翻转 , 则 它 将 变 成 图 4.5 中 了 所 标 
记 的 位 置 。 注意 , 轴 的 箭头 已 因 翻 转 而 倒 过 来 了 . 如 果 后 来 
这 个 三 角形 接着 旋转 + (旋转 > 使 右 旋 螺 钉 旋 紧 ), 则 得 到 的 
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位 置 就 是 图 4.5 中 fr 所 标记 的 位 置 。 所 以 , 不 管 三 角形 是 处 
于 位 置 了 还 是 处 于 f 所 标记 的 位 置 ， 旋转 7 都 与 如 下 的 顶点 
轮换 相同 : 
1—2, 2-»3, 3-—»1, 

以 三 角形 的 6 个 可 能 位 置 作为 图 示 的 运动 的 6 个 类 组 成 
的 集合 ,以 相继 或 接着” 作 二 元 运算 ,就 作成 一 个 群 .我 们 已 
经 知道 ,运算 是 相继 ,单位 元 素 工 是 这 个 集合 的 一 个 元 素 ,( 在 
这 个 基础 上 ) 逆 元 素 公理 的 成 立 也 可 直观 地 看 出 这 是 因为 ， 
如 果 有 一 个 运动 将 一 个 位 置 变 为 另 一 个 ， 则 反 转 过 来 的 变换 
〈 逆 变换 ) 就 变 回 原来 位 置 。 
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借助 于 乘法 表 来 显示 某 些 群 的 性 质 将 是 有 启发 性 的 ， 注 
意 , 按 1, 1, 1 的 意义 即 有 
”=1, f=1. 
利用 这 些 特 殊 性 质 我 们 就 可 构造 出 表 4.5. 


fr frf frfr=I 
图 4.6 


为 了 完全 造 出 我 们 群 的 乘法 表 。 我 们 必须 将 表 4.5 中 的 

每 一 格 都 表示 成 6 个 元 素 
了 

中 的 一 个 。 我 们 仔细 地 化 简 其 中 的 两 个 乘积 , 而 把 其 他 的 贸 
给 读者 首先 我 们 证 明 frf 一 1。 为 此 我 们 考察 图 4.6 中 的 
一 系列 图 形 ， 其 第 一 个 表示 fr。 三 角形 从 这 个 位 置 开 始 , 绕 
过 顶点 2 的 高 翻转 180°, 其 结果 frf (fr “接着 * 力 如 第 二 个 
图 形 所 示 。 然 后 我 们 绕 过 中 心 的 轴 沿 右 旋 螺钉 的 旋 进 方 向 转 
120°, 其 结果 , frfr, 如 最 后 一 个 图 形 所 示 ; 我 们 看 到 , 它 与 用 
了 标记 的 初始 位 置 相同 。 所 以 有 frfr 一 7. 

其 次 按 图 4.7 中 的 图 形 的 意义 ,可 以 证 明 zjr: 一 fr. 

利用 所 有 这 样 化 简 的 乘积 ,我 们 作成 乘法 表 4.6， 这 个 表 


1 If Tfrz = fr 


揭示 了 : 
(1)“ 接 着 ?是 我 们 的 所 有 元 素 的 二 元 运算 ， 
(2) 因为 了 在 每 一 行 每 一 列 出 现 ,所 以 逆 元 素 公 理 是 满 
足 的 . (而 且 由 这 个 表 ) 我 们 能 立即 确定 任意 一 个 群 元 素 的 逆 
元 素 . 例如 ,由 如 下 的 相对 位 置 
fr 


fr I 
就 得 到 (fr) = fr. 

第 二 个 因 于 

了 r 撞 
| 

第 人 A/ 
个 -2 r? 2 
因 | 
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表 4.6 


(3) 这 个 群 是 非 交换 的 ， 这 由 关于 主 对 角 线 处 于 对 称 位 
置 的 元 素 一 眼 就 看 出 了 ,例如 
Gf nr). 
(4) 表 的 每 一 行 及 每 一 列 分 别 是 最 上 面 一 行 及 最 左边 一 
列 的 元 素 的 置换 (或 重新 排列 )， 这 种 “重合 性 ”是 以 前 就 观察 
到 的 。 


ea 35 。 


(5) 左上 角 的 3 xX 3 方 阵 正 是 等 边 三 角形 在 平面 上 的 旋 
转 的 三 阶 群 的 乘法 表 . 在 主 对 角 线 的 下 部 , 在 右 下 角 有 一 个 
3 X 3 方 阵 , 它 是 左上 角 方 阵 的 重新 排列 . 但 是 在 左下 角 和 右 
上 角 有 了 两 个 主 对 角 线 方 阵 ， 它 们 是 用 每 一 个 乘积 加 一 个 前 缀 、 
f 得 到 的 . 如 果 用 M 表 示 左 上 角 3 X 3 方 阵 的 元 素 的 集合 ， 
则 表 4.7 用 符号 表示 了 这 个 乘法 表 的 范 型 中 的 范 型 ， 这 给 我 . 
们 提供 一 个 暗示 , 以 帮助 我 们 进一步 分 析 群 的 结构 。 我 们 将 
在 稍 后 的 关于 正规 子 群 和 商 群 的 章节 中 探讨 这 些 可 能 狂 . 
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表 4.7 


群 的 乘法 表 的 结构 

现在 我 们 来 察看 群 的 乘法 表 的 内 部 结构 ， 首 先 我 们 检验 
上 面 的 (4) 中 叙述 的 “重合 性 ,也 就 是 检验 群 乘法 表 中 的 行 和 
列 分 别 是 最 上 面 的 行 及 最 左边 的 列 的 置换 .我 们 将 证 明 ， 这 
并 非 是 一 种 巧合 , 它 是 群 的 乘法 表 的 一 个 特征 性 质 。 证 明 这 
一 点 之 后 。 我 们 将 把 一 个 群 的 乘法 表 看 成 由 一 列 符号 排 成 一 
个 方 阵 的 范 型 .在 这 个 阵列 中 我 们 将 看 到 符号 的 空间 范 型 ,并 
指明 它们 如 何 对 应 群 的 关系 。 由 此 可 见 , 一 个 群 的 结构 反映 
在 它 的 乘法 表 的 “几何 ”性 质 中 .可 以 证 明 , 反之 , 有 这 些 “ 几 
何 ? 性 质 的 方 阵 是 一 个 群 的 乘法 表 . 

“ 解 ? 群 的 "方程 >， 在 谈 及 群 元 素 和 它 的 关系 时 , 有 时 必 
须 能 够 回答 这 样 一 个 问题 : 如 果 a 和 “是 群 的 两 个 已 知 元 . 
素 , 这 个 群 是 否 存在 一 个 元 素 *， 使 得 ox 一 b? 我 们 断言 ， 
r= a lb 是 我 们 要 求 的 群 元 素 , 这 是 因为 

a(a-b) = (a Do = 1 = 06; 


ea 36 。 


所 以 x 一 “2 满足 群 * 方 程 > cz 一 5. 
有 其 他 可 能 的 解 吗 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 来 证 明 :只 
要 ?是 ?xz 一 的 解 , 就 有 ?7 一 “23 换 句 话说， 性 是 唯一 
解 . 首先 我 们 设 有 一 个 群 元 素 y 使 得 
ay = b; 
根据 逆 元 素 公 理 ,， 又 知道 a~! 存在 , 所 以 我 们 能 在 ay 一 5 的 
两 边 同 时 左 乘 .o 得 
a-l(ay) 一 ao(5)， 
因而 有 
(eea)y 一 a -25。 《根据 结合 性 公理 ) 
1y = a-'b, 
y =a. (根据 单位 元 素 公理 ) 
因为 我 们 已 经 验证 过 ， 用 元 素 24 替换 y 调 古 大 方程， 于 是 
471b 是 唯一 解 得 到 证 明 . 
注意 ,在 这 个 证 明 中 ， 所 有 的 群 公理 都 是 需要 用 上 的 . 
形 如 
xa=b 
的 群 方程 的 解 也 可 类 似 地 讨论 (其 中 a 和 2 都 是 群 元 素 ): 在 
两 边 同时 右 乘 a-', 我 们 就 得 解 
xag l=x = ba 
将 我 们 的 结果 公式 化 后 可 作为 “规则 ?: 
为 了 “ 解 ”ax 一 5, 左 乘 471, 求 得 x 一 a-1b; 
为 了 “ 解 ”xa 一 b, 右 乘 o-!, 求 得 x 一 ba-!。 


练习 5 对 如 下 的 每 一 个 群 方程 ,求解 x: 
(a) abxr = cs, (b) axb 一 c， 
(¢) xab = c, (d) a = br 和 -x = 1, 
(e) x =a 和 x=1, (f) xz: 一 abc。 
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作为 当前 讨论 的 第 一 个 应 用 ， 我 们 将 证 明 一 个 关于 群 元 
素 和 它们 的 逆 元 素 的 关系 (这 个 关系 后 面 要 用 到 )， 假 设 我 们 
有 一 个 群 元 素 表 示 成 其 他 群 元 素 的 乘积 ,例如 

d= ab, 
问题 是 : 我们 能 将 4 的 逆 元 素 47! 表示 成 什么 ? 一 个 与 之 等 
价 的 问题 是 : 我 们 能 求 一 个 什么 样 的 群 元 素 .*, 使 得 
dx 二 1? 或 abx 二 19 
我 们 从 前 面 的 讨论 知道 , 群 方程 有 唯一 解 , 为 了 求 这 个 解 , 我 
们 首先 左 乘 ~ 得 到 
ariapbx 一 a-!l, 
bx 一 a-!, 
然后 再 左 乘 生 : 得 到 
bbx 一 ba-!, 
x = bia 
为 了 验证 a7! 一 和 ea, 我 们 只 需 证 明 de 一 1 即 可 : 
db-14-1) 一 06(0-1a-1) = albb™1a-!) 
一 4[(bp-1)6a-1] 一 aa 
一 了 

类 似 地 ,如 果 4 = abc, 则 后 一 cb71a-'。 范 型 是 清楚 ， 

的 ,因而 我 们 能 得 出 一 般 命题 : 藻 
可 一 000n， 


则 


a 一 al145l + "a7laT, 


作为 群 方程 解法 的 一 个 附带 应 用 ,我 们 将 证 明 一 个 定理 ， 
它 解释 为 什么 群 的 乘法 表 的 任意 的 行 (或 列 ) 是 其 他 行 (或 列 ) 
的 元 素 的 重新 排列 . 


我 们 假设 有 一 个 由 元 素 

组 成 的 =” 阶 群 (当然 ， 这 些 元 素 中 必 有 一 个 是 单位 元 素 1, 但 
是 它 没有 被 特殊 地 标记 出 来 )， 取 这 个 元 素 中 的 任意 一 个 ， 
例如 a;, 为 了 方便 , 把 它 叫 做 4。 # 个 元 素 左 乘 5 的 乘积 是 

bas ba ***, ban, 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 将 指出 ,这 些 乘积 中 没有 任何 两 个 能 够 
是 同一 个 群 的 元 素 . 假设 ,例如 

bai 一 baj,《 其 中 i 关门， 
则 左 乘 和 :时 得 到 
blba; 一 blba;, 

即 

Qi lj Gz ). 
但 是 如 果 ; 关 j, ai 与 4 是 不 同 的 群 元 素 ,与 假设 ba 二 baj 发 
生 矛 盾 . 因此 这 ”个 乘积 都 是 不 同 的 。 因为 这 些 不 同 的 乘积 
的 每 一 个 都 是 原来 群 的 一 个 元 素 ， 它 们 合 在 一 起 必然 是 所 有 
2 个 群 元 素 .证 毕 ， ~ 


以 上 我 们 是 用 左 乘 来 证 明 的 . 右 乘 群 的 元 素 也 有 类 似 结 
果 ， 对 有 限 群 我 们 就 完全 证 明了 : 

定理 1 若 a1, az …，e 是 = 阶 群 的 不 同 元 素 , 且 若 妈 
是 这 个 群 的 任意 一 个 固定 的 元 素 (当然 5 必须 是 这 ”个 元 素 
中 的 一 个 ), 则 乘积 

Zai。，baa， ***, ban (或 a1b, axb, ***, anb) 

由 所 有 个 群 元 素 组 成 ,可 以 是 它们 的 重新 排列 ( 当 6 关 1 时 
是 重新 排列 ). 

这 个 定理 保证 了 ， 群 乘法 表 的 每 一 行 和 每 一 列 都 分 别 是 
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最 上 面 一 行 和 最 左边 一 列 的 元 素 组 成 的 ,只 是 重新 排列 一 下 . 


下 面 将 对 乘法 表 的 性 质 作 一 简要 介绍 ,其 目的 在 于 指出 ， 
一 方面 群 的 公理 和 它 的 一 些 推论 将 用 来 确定 乘法 表 中 的 关于 
符号 的 空间 关系 的 范 型 ， 另 一 方面 展示 这 些 范 型 的 方 阵 是 一 
个 群 的 乘法 表 . 由 于 这 些 特殊 概念 并 不 是 后 面 几 章 的 主要 部 
分 ,所 以 即使 这 个 简短 的 解释 在 第 一 次 阅读 时 不 完全 精通 ,也 
不 影响 后 面 内 容 的 理解 . 

假设 我 们 有 一 个 组 成 方 阵 的 符号 集合 ， 也 就 是 群 的 乘法 
表 ， 那 么 这 个 方 阵 有 如 下 五 个 性 质 〈 至 于 这 些 性 质 的 具体 体 
现 , 读 者 可 参照 35 页 的 6 阶 群 的 乘法 表 ): 

(1) 人 所 以 


OO EC 


凤 守 是 个 由 个 元 素 组 成 的 、 有 二 元 运算 的 集合 . 

(2) 每 一 个 符号 在 每 行 和 每 列 中 恰好 只 出 现 一 次 。 这 反 
映 了 定理 1 断定 的 事实 . 

(3) 假设 表示 群 的 所 有 不 同 符号 被 排列 成 某 个 确定 的 次 
序 , 市 且 群 的 乘法 表 的 行 和 列 也 是 根据 这 个 次 序 标记 的 。 例 
如 ,我 们 可 以 有 有 序 符 号 

e, 6b, 1,c,.**,K. 

我 们 知道 ,符号 了 因为 是 单位 元 素 , 所 以 它 必然 在 这 种 有 序 符 
号 中 出 现 《 在 我 们 的 例子 中 ,我 们 是 将 它 作为 第 三 个 元 素 ). 
和 内 于 各 的 玉 位 太公 入 我 们 有 有 方 隆 的 第 三 个 性 质 : 方 阵 . 


ORDER 


相同 这 个 性 质 已 用 表 4.8 加 以 说 明 。 . 
(4) 关于 存在 逆 元 素 的 群 公理 确定 方 阵 这 样 的 性 质 ; 
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各 人 和 和 2 
的 交点 处 的 符号 是 1 标 5 ; 

襄 : 的 行 与 标记 的 列 的 、 I | ?les 
交点 处 也 是 1; 而 且 这 两 。 ， : 

个 了 是 关于 主 对 角 线 对 称 : 

的 。 这 个 范 型 ( 见 表 4.9) 大 x 

反映 了 表 4.8 

- 175 一 2 一 了 
( 即 : 是 7 的 逆 元 素 ) 这 个 事实 ， 


(5) 结合 律 对 应 于 方 阵 
一 一 一 一 一 一 一 的 如 下 性 质 : 方 阵 就 是 群 的 
乘法 表 .假设 我 们 在 方 阵 中 


r 选择 任意 两 个 符号 + 和 ?使 
| 得 包含 7 的 列 与 包含 :的 行 

s | 的 交点 是 出 现 了 的 地 方 。 这 
表 4.9 个 包含 + 的 列 用 某 个 群 元 素 


《例如 y) 打头 包含 > 的 行 用 一 个 元 素 * 标记 在 最 左边 ， 类 
” 似 地 ， 包含 * 的 列 由 x 
打头 ,包含 的 行 用 v 
标记 ( 见 表 4.10)、 由 结 
合 律 知 ,包含 + 的 行 与 
包含 :的 列 的 交点 ， 也 
就 是 乘积 ux 处 ,必须 是 ”5 i 
rz。 为 了 看 出 这 一 点 ， 表 4.10 
我 们 应 看 到 ( 见 表 4.10) 


8 一) 一 71，xiy 一 r，0X 一 5 
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所 以 
ux = ulx = uy) 一 (zy)(Coxr) = rs 


所 以 乘法 表 必 须 体 现 这 样 的 范 型 : 


… 的 四 个 项 点 中 未 定 出 的 顶点 必须 是 什么 群 乘积 ? 


为 了 结束 群 乘法 表 的 讨论 ， 我 们 回 到 这 一 章 一 开始 提出 
的 问题 : 确定 作为 一 个 数学 实体 的 群 ,需要 多 少 信息 量 ? 我 们 
又 怎样 指示 这 些 数据 ?这 些 问题 的 回答 是 : 对 于 > 阶 有 限 群 ， 
我 们 需 双 个 信息 单位 ,也 就 是 这 些 群 元 素 的 所 有 可 能 的 二 元 
乘积 。 在 我 们 的 群 乘法 表 的 方 阵 中 指示 了 这 冯 个 乘积 ， 一 
个 方 阵 表示 一 个 群 ， 当 且 仅 当 这 个 方 阵 中 的 符号 都 满足 上 面 
五 个 “几何 ”性 质 ， 


练习 7 ”构造 元 素 为 
1, 2, 3, 4 
的 ,二 元 运算 为 “ 模 5 乘法 ”的 群 的 乘法 表 ( 参 考 24 页 关于 这 
个 “剩余 类 ” 群 的 讨论 ). 
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第 五 章 群 的 生成 元 


虽然 群 的 乘法 表 能 隐 含 地 告诉 我 们 ， 只 要 任何 两 个 群 元 
素 的 乘积 规定 好 ,就 能 知道 我 们 所 要 了 解 的 群 的 一 切 性 质 ,但 
我 们 也 能 预见 到 , 当 企图 无 限 扩大 它 的 应 用 范围 时 ,也 会 遇 到 
某 些 困难 .例如 ,不 难 设想 ,企图 借助 乘法 表 来 分 析 一 个 阶 为 
60 的 群 就 有 实际 限制 。 

现在 我 们 转向 生成 元 概念 。 这 个 概念 是 另 一 个 刻 划 群 的 
途径 ,在 某 种 意义 上 , 它 与 群 的 阶 无 关 . 本 书 的 一 个 首要 目标 
是 群 的 图 象 表示 ， 群 的 生成 元 概念 是 实现 这 一 目标 的 一 个 重 
要 环节 . 

假设 a 和。 是 群 的 元 素 , 则 按 逆 元 素 公 理 o 及 6b"'! 也 是 
这 个 群 的 元 素 , 从 而 

abTla, aba-lb,**. 
也 是 群 元 素 ， 能 用 
ap 61 及 1 
作为 因子 的 每 一 个 乘积 ,不 管 其 顺序 及 出 现 的 次 数 的 多 少 , 按 
二 元 运算 的 定义 , 都 是 这 个 群 的 一 个 元 素 。 若 这 个 群 的 所 有 
的 元 素 都 能 表 成 仅 含 及 5 (以 及 它们 的 逆 元 素 ) 的 乘积 ， 则 
我 们 称 。 及 “是 这 个 群 的 生成 元 。 我 们 能 把 群生 成 元 这 个 概 
念 推广 到 多 于 两 个 群 元 素 的 一 个 集合 . 若 5 是 群 G 的 元 素 的 
一 个 集合 : : 
S={a,6,c,.*), 

而 且 如 果 G 的 所 有 元 素 都 能 表示 成 仅 含 8 的 元 素 〈 及 它们 的 
逆 元 素 ) 的 乘积 , 则 我 们 称 5 的 元 素 叫做 G 的 生成 元 . 
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最 简单 的 情况 是 只 有 一 个 生成 元 (例如 4) 的 群 ;这 个 群 的 
所 有 元 素 都 能 表示 成 仅 含 < 及 其 逆 元 素 的 因子 的 乘积 .我 
们 已 经 见 过 一 个 生成 元 的 群 : 以 表 5.1 作为 乘法 表 ( 见 27 页 


表 5.1 


的 群 , 即 正三 角形 在 所 在 平面 的 旋转 群 . 因为 

1 = ac-l， 
所 以 3 个 群 元 素 1, a, 到 的 每 一 个 显然 都 是 仅 以 生成 元 “或 . 
~-: 作为 因子 的 乘积 . 


循环 群 
为 了 显示 三 角形 旋转 群 的 本 质 特征 ， 我 们 指出 ， 由 于 
一 1, 所 以 生成 元 。 的 乘 宕 序列 
Bs dy a a a Ms 
可 以 写成 
PE A PY A A 
这 里 我 们 看 到 有 一 个 以 
a, oa, I 
为 基本 范 型 的 生生 重复 ， 由 于 这 个 原因 ,这 个 群 被 和 为 阶 为 
”我 们 可 以 类 似 地 定义 任意 阶 的 循环 群 ， 若 一 个 群 的 每 一 
个 元 素 都 成 表示 成 某 个 生成 元 的 备 次 ， 则 这 个 群 叫做 循环 
群 ， 我 们 将 用 C 作为 表示 循环 群 的 一 般 符 号 , 而 群 的 阶 则 用 
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下 标 来 表示 .例如 ,Cs 表示 阶 为 3 的 循环 群 ,而 C。 就 表示 阶 
为 ”的 循环 群 . 
若 > 是 使 
ar 一 了 


的 最 小 整 指数 , 则 由 a 生成 的 群 将 是 ”= 阶 的 ， 这 个 使 得 o“ 一 7 
的 最 小 的 整 指数 也 叫做 元 素 “ 的 周期 ， 例如 , 在 上 面倒 述 过 
的 循环 群 Cs 中 有 
a=, em, a ?= 1,.…, 
但 还 有 a3 一 71, 而 且 这 个 3 是 使 
a 一 了 

成 立 的 最 小 的 整 指数 ， 所 以 我 们 说 元 素 * 的 周期 是 3. 

若 4 生成 一 个 循环 群 C，， 则 a 的 逐次 递增 的 乘 睾 序列 能 
机 席 一 个 忆 ls 0 le _ (an 一 7T) 


为 基本 苑 表 的 循环 生 复 序列 用 这 个 特征 (对 群 ) 作 几何 解释 


《 即 用 它 来 作 群 的 图 象 表示 ) 是 很 适合 的 。 例如 , 阶 为 3 的 循 。.* 


tesa tte nD 


以 标记 的 顶点 作 起 点 ， 省 
指向 工 的 箭头 方向 移动 就 等 价 
于 


ae 一 中 一 1 
与 第 头 友 方向 移动 对 应 于 布 科 
a-!( 即 右 乘 生成 元 。 的 逆 元 
素 )。 例如 , 以 标记 a? 的 顶点 工人 . 
为 起 点 , 沿 着 与 指向 的 箭头 图 5.1 
方向 相反 移动 就 等 价 于 


Ga"! 一 gaa™! 一 04。 
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第 六 章 群 的 图 象 


似乎 在 每 一 边 画 有 箭头 的 多 边 形 ， 能 作为 一 个 循环 群 的 
图 示 ， 即 作为 循环 群 的 图 象 ， 让 我 们 考察 我 们 所 知道 的 循环 
群 的 基本 性 质 ， 并 看 看 它们 怎样 与 则 刚 介绍 的 几何 解释 联系 
起 来 . 

如 果 是 循环 群 的 一 个 生成 元 , 按 定义 我 们 知道 ,这 个 群 
的 任何 一 个 元 素 都 能 表 成 仅 以 。 及 a-! 作 为 因子 的 乘积 。 反 
之 ,每 一 个 仅 以 “及 o-: 作为 因子 的 乘积 都 是 一 个 群 元 素 . 例 
如 ,考虑 三 个 乘积 : 

a, aaa™!, qlaaaTla, 

碰巧 所 有 这 些 乘积 都 表示 同一 个 群 元 素 . | 
en 
“ 字 


1 


为 “ 字 7。 对 于 每 一 个 含 。 及 a7 的 字 都 对 应 于 用 。 生成 的 循 
环 群 的 一 个 元 素 ， 因 为 任何 一 个 给 定 的 群 元 素 能 用 无 限 多 种 
方法 表示 成 一 个 字 ,所 以 用 字 作 为 群 元 素 的 解释 不 是 唯一 的 。 

若 * 是 阶 为 3 的 循环 群 的 某 个 元 素 ， 我 们 能 将 对 应 于 x 
的 任何 一 个 字 翻 译 成 在 假定 的 图 象 上 的 移动 。 假设 字 aaa 
表示 *, 则 我 们 可 将 这 个 字 翻 译 成 在 图 6.1 中 的 图 象 上 以 如 下 . 
方式 作 的 移动 : 

1. 我 们 取 标记 工 的 顶点 作 起 点 。 因 为 对 应 于 * 的 字 中 的 
第 一 个 因子 是 “， 所 以 我 们 从 工 出 发 沿 与 箭头 相同 的 方向 移 
动 到 线段 的 另 一 个 端点 (如 图 6.2 所 示 ) ,这 个 端点 是 标记 < 的 
顶点 ,然后 我 们 以 它 作为 起 点 作 进 一 步 移动 . 

2. 因为 在 这 个 字 中 第 二 个 因子 是 a, 所 以 当 我 们 从 所 到 
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达 的 顶点 开始 移 时 仍 沿 与 箭头 相同 的 方向 移动 到 线 女 的 另 一 
个 端点 (如 图 6.3 所 示 ), 这 个 端点 是 标记 到 的 顶点 。 以 它 作为 
起 点 再 作 进 一 步 的 移动 
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图 6.1 图 6.2 6.3 


3. 因为 第 三 个 因子 是 -5 a 的 逆 元 素 ,所 以 我 们 从 所 到 达 
的 顶点 开始 时 应 沿 与 箭头 相反 的 方向 移动 到 线段 的 另 一 个 端 
点 ,这 个 端点 是 标记 “ 的 顶点 , 它 是 任何 进一步 移动 的 起 点 ， 
但 这 第 三 个 因子 已 是 这 个 特殊 字 的 最 后 一 个 因子 ; 因而 已 没 
有 进一步 的 移动 , 所 以 对 应 于 字 aaa-! 的 路 的 终端 是 标记 a 
的 顶点 . 

对 应 于 * 的 字 ， 可 解释 为 在 图 象 网 络 上 沿 道路 移动 的 方 
向 的 集合 。 每 一 个 字 , 都 对 应 于 一 个 沿 有 向 线段 移动 的 特殊 
序列 ;反之 ,任何 一 条 从 了 出 发 沿 群 的 图 象 的 有 向 线段 移动 的 
道路 ,都 对 应 于 一 个 特殊 的 字 . 

由 于 用 有 向 线段 的 网 络 作为 一 个 “3 I 
群 的 表示 (其 中 的 顶点 对 应 于 群 元 素 ， 
线段 对 应 于 右 乘 群 的 生成 元 或 其 逆 
元 素 ) 首先 是 十 九 世纪 数学 家 凯 菜 
《Cayley) 引进 的 ， 所 以 这 种 网 络 或 图 
象 通常 被 称 为 凯 莱 图 . 

正方 形 在 它 所 在 平面 内 的 诸 旋转 四 
(第 6 页 ) 构成 一 个 阶 为 4 的 循环 群 。 这 个 群 的 图 象 如 图 6.4 
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a2 a3 


所 示 . 

注 

1) 循环 群 有 多 少 个 元 素 , 它 的 图 象 上 就 有 多 少 个 顶点 . 

2) 顶点 工 的 位 置 是 任意 选择 的 . 

3) 在 每 一 个 顶点 有 两 条 线段 : 一 条 对 应 于 有 委 生 记 元 。， 箭头 方向 是 远离 
该 顶点 ; 另 一 条 对 应 于 右 乘 生成 元 4 的 逆 元 素 o-', 箭头 方向 是 向 着 该 顶点 ， 

4) 图 象 四 络 采用 什么 特殊 形状 ,在 这 里 并 没有 意义 . 考虑 的 只 是 在 诸 顶 点 
之 间作 内 联 而 成 一 个 图 形 。 若 联 接 顶 点 的 有 向 线 脆 不 用 直线， 则 图 象 的 总 的 形 
状 就 不 是 正 多 边 形 。 只 要 不 有 损 于 数学 意义 , 你 可 以 按 你 的 美学 观点 随意 选择 
你 所 喜爱 的 形状 。 


1 正 # 边 形 在 所 在 平面 内 的 诸 
旋转 构成 一 个 阶 为 = 的 循环 群 

C。, 其 图 象 是 一 个 有 向 线段 作成 

as Ea 的 # 边 形 ， 例 如 , 正六 边 形 在 所 
在 平面 内 的 诸 旋 转 构 成 一 个 6 阶 
循环 群 Co, 其 元 素 是 - 

34 a3 ad2，03，04, a’, 4a, (as = 1). 

图 6.5 这 个 群 的 图 象 是 一 个 有 向 线段 作 

成 的 六 边 形 , 如 图 6.5 所 示 。 


无 限 循环 答 | 

现在 我 们 来 构造 无 限 循环 群 的 图 象 ， 循 环 群 是 用 所 有 元 
素 都 能 表示 成 某 个 生成 元 a 的 乘 冠 这 个 性 质 来 定义 的 ， 若 存 
在 一 个 正 整数 ", 使 得 

0 一 了 

则 说 用 a 生成 的 群 是 有 限 的 。 若 不 存在 这 样 的 正 整数 x, 则 
“′a 的 每 一 个 递增 秃 宕 都 表示 群 的 一 个 新 元 素 ， 所 以 在 这 种 情 
况 下 ， 循 环 群 是 无 限 的 .“ 无 限 加 法 群 ”( 见 15 页 ) 就 是 这 样 
的 群 . 
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为 了 构造 无 限 循环 群 的 图 象 ， 在 心里 记 住 几何 图 形 是 有 
帮助 的 ， 在 有 限 循环 群 的 情况 下 ( 即 ”为 有 限时 ) 我 们 很 容易 
得 到 对 应 的 凯 菜 图 . 当 ”无限 增 大 时 , 正 > 边 形 的 边 数 无 限 
增多 ,顶点 到 中 心 的 距离 无 限 增 大 .所 以 , 不 难 想象 , 当 ” 是 
co 时 正 > 边 形 的 周边 已 是 一 条 无 限 长 的 直线 ， 它 的 每 一 边 是 


其 上 的 一 个 单位 线段 。 所 以 分 成 相等 线段 (每 自 长 为 1) 的 直 - - 


线 ( 见 图 6.6) 就 是 无 限 循 环 群 的 图 象 ， 重合 旋转 就 是 在 这 条 
线 上 向 右 或 向 左 移动 一 个 或 更 多 个 单位 ， 这 个 无 限 循环 群 的 
生成 元 是 向 右 移动 一 个 单位 . 


44 a3 82 a I a 32 33 34 
图 6.6 


D 要 所 我 们 的 周期 人 的 自然 推广 ， 我 们 可 用 Cw 来 表示 无 限 循环 群 . 

2) 显然 ,任意 一 个 顶点 都 可 以 取 作 1. 

3) 我 们 再 一 次 看 到 , 每 一 个 顶点 都 有 两 条 有 向 线 侦 ， 沿 有 向 线 妇 作 与 箭头 
相同 方向 的 移动 对 应 于 右 乘 生成 元 4, 沿 有 向 线段 作 与 箭头 相反 方向 的 移动 对 
应 于 右 舱 4 的 逆 元 案 一 


练习 8 确定 加 法 在 下 列 集合 上 是 否 是 二 元 运算 ,并 确定 
这 些 有 二 元 运算 的 集合 是 否 构成 一 个 无 限 循环 群 : 

(a) 4 的 所 有 倍数 的 集合 ,也 就 是 集合 

{+ C8, — 4,0,4,8, }. 

(b) 整数 和 的 所 有 倍数 的 集合 

(c) 集合 {….，e 一 3,a 一 2,a 一 1 十 1 十 2， 
a 十 3,.…*}, 其 中 a 不 是 整数 . 

(d) 集合 {……， 一 34, 一 2a, 一 a,0,a, 24, 34a,*…*}, 
其 中 。 不 是 整数 . 
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有 两 个 生成 元 的 群 
等 边 三 角形 的 重合 运动 群 的 乘法 表 显 示 出 ， 这 个 群 有 两 
个 生成 元 : 旋转 及 翻转 f。 这 个 群 的 元 素 是 ( 见 34 页 ) 
Try 
f, f7, fr?, 
容易 看 到 ， 其 中 第 一 行 的 每 一 个 元 素 是 由 它 的 左 邻 (或 右 邻 ) 
右 乘 (或 一 ) 得 到 的 ;其 中 第 二 行 的 元 素 则 分 别 是 用 它们 上 
面 的 元 素 左 乘 f 得 到 的 。 这 就 提醒 我 们 , 对 于 这 个 群 的 图 象 
要 用 两 个 以 虑 有 向 线段 互 连 的 三 角形 来 表示 ( 见 图 6.7), 虚 有 
向 线段 对 应 于 生成 元 人 


图 6.7 


为 了 区 别 两 个 生成 元 > 与 f, 在 这 个 图 象 上 我 们 用 实 有 
向 线段 表示 乘 +, 用 虚 有 向 线段 表示 乘 f。 凯 莱 原来 是 用 不 
同 的 颜色 区 别 不 同 的 生成 元 ， 他 的 图 解 表示 法 则 做 群 的 着 色 
现在 由 于 我 们 有 两 个 生成 元 ， 所 以 在 我 们 图 象 上 的 任何 
一 条 道路 都 能 被 仅 由 集合 
ey Re i 


中 的 符号 组 成 的 序列 所 刻 划 。 序列 
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rfr 和 rf rf 

就 是 这 种 序列 的 两 个 例子 ， 这 种 序列 (如 前 所 述 ) 叫 做 字 . 当 
然 ,含有 生成 元 或 其 逆 元 素 的 每 一 个 字 是 群 的 一 个 元 素 ,更 严 
格 地 说 是 ,每 一 个 这 样 的 字 表 示 一 个 群 元 素 . 

读者 应 该 自己 验证 ， 用 这 个 群 的 乘法 表 (第 35 页 ) 给 出 
的 任意 两 个 元 素 的 乘积 。 与 由 图 6.7 中 的 图 象 得 到 的 乘积 正 
好 是 一 致 的 。 例 如 ,为 了 验证 

坟 一 1 

首先 由 起 点 工 移动 /- 线 段 ,然后 再 移动 -线段 , 到达 标记 fr? 
的 顶点 《 见 图 6.8)。 在 图 6.9 中 指出 ,路 


太太 一 了 


图 6.8 6.9 


群 的 图 象 的 基本 性 质 
我 们 上 面 给 出 的 那些 不 同 群 的 图 象 的 例子 。 却 有 某 些 共 
同 的 基本 性 质 . 


(1) 群 元 素 < 一 > 图 象 顶 点 。 


的 每 一 个 顶点 恰好 对 应 于 一 个 群 元 素 , 且 反之 亦 然 。 


(2) 生成 元 * 一 相同 “颜色 ”的 边 . 


应 于 右 乘 生成 元 4; 反 箭头 方向 沿线 耻 运 动 ,对 应 于 右 乘 生 成 
元 的 逆 元 素 s-!， 车 图 6.10 中 的 图 象 顶点 4。 B 及 C 分 别 表 
[9 
工 


图 6.10 
示 群 元 素 *,y 及 zx, 则 由 了 到 C 的 运动 就 对 应 于 。 乘 y, 所 以 


ya 一 33 
而 由 了 3 到 4 的 运动 就 对 应 于 o 乘 所 以 
7 


(3) 字 * 一 "道路 .。 


路 , ,在 一 个 顶点 沿 道路 所 作 的 下 一 个 运动 都 被 字 的 下 一 因子 
所 规定 。 因 为 每 一 个 因子 或 者 是 生成 元 或 者 是 生成 元 的 逆 元 
素 ,所 以 图 象 的 每 一 顶点 是 两 条 相同 “颜色 ” 的 有 向 线 妈 的 端 
点 : 一 条 的 箭头 方向 向 着 这 个 顶点 。 而 另 一 条 的 箭头 方向 背 
离 这 个 顶点 。 如 果 这 个 群 有 两 个 生成 元 * 和 4。 则 在 每 一 个 
顶点 有 四 条 边 , 这 是 因为 从 每 一 个 顶点 ,对 应 于 四 个 因子 


和 


有 四 个 可 能 的 运动 .一般 地 说 ,对 于 每 一 个 生成 元 ,在 每 一 个 


顶点 有 一 条 进入 边 和 一 条 走出 边 . 


(人 元 类 的 乘法 < 道路 的 相 纺 . 


oe 


六 8 am 
对 应 的 道路 可 作 如 下 的 解释 : 将 > 和 * 作为 字 中 符号 《〈 即 生 
成 元 或 其 逆 元 素 ) 来 写 ， 用 对 应 于 了 的 顶点 作 起 点 ,与 其 相 接 
的 道路 是 表示 + 的 字 所 规定 的 道路 ， 这 条 道路 的 终点 对 应 于 
7。 然后 再 用 一 顶点 作 起 点 ,与 其 相 接 的 道路 是 表示 * 的 字 所 
规定 的 道路 , (不管 + 和 * 表示 什么 特殊 的 字 ) 这 条 道路 的 终 
点 对 应 于 : 一 r。 


G5) ”表示 了 7 的 字 + 一 闭 道路 


DC 


是 表亲 1 的 一 个 字 ， 多 如, 在 等 边 三 角形 的 重合 运动 群 中 了 
可 以 是 jrfr。 若 对 应 于 工 的 顶点 被 取 作 起 点 。 则 被 字 配 所 规 
定 的 路 将 以 1- 顶 点 为 终点 。 我 们 把 起 点 与 终点 重合 的 道路 
称 为 闭 道路 . 著 :不同 于 1, 且 取 对 应 于 * 的 顶点 作 起 点 , 则 
tN 这 是 因为 1 扩 一 4 所 


Toe eo es ee sre oe 


Soe ee © 


由 本 的 四 和 的 " 刘 次 性 " 扒 得 。 图 象 上 的 任意 选择 的 一 个 
顶点 都 可 标记 为 工 ( 见 练习 9, 第 56 页 ). 由 57 页 的 练习 11 
看 到 , 有 这 样 的 例子 , 其 边 是 有 向 线段 的 图 形 不 是 齐 次 的 , 这 
样 的 图 形 不 是 一 个 群 的 图 象 。 这 类 图 形 是 有 “ 秽 陷 "的 , 练习 
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11 中 的 图 形 就 有 一 条 有 向 边 重合 为 一 个 端点 . 


(6) rz 一 * 的 可 解 性 < 一 图 象 网络 是 连通 的 


i 着 * 和 是 锐 的 作 入 两 个 元 则 
有 一 个 元 素 * 一 ”~ 使 得 rz 一 ， (第 36 页 )、 显然 , 如 果 
WW 是 表示 x 一 rs 的 任意 一 个 字 , 则 rW 一 s; 所 以 如 果 对 


应 于 的 顶点 取 作 起 点 , 则 WW 所 规定 的 道路 是 由 -顶点 到 全 


顶点 的 道路 . 
我 们 将 前 面 讨论 中 靖 述 的 对 应 关系 总 结 如 下 : 


-相同 “颜色 ”的 有 向 边 
道 临 
道路 的 相继 


元 素 的 乘法 
表示 了 的 字 
方程 rx 一: 的 可 解 性 


网 络 是 连通 的 


由 于 我 们 能 够 选择 凯 莱 图 的 任意 顶点 与 对应， 所 以 同 
样 的 群 的 图 象 表示 似乎 不 需要 标记 顶点 .例如 ,在 图 6.11 中 的 
两 个 未 标 记 顶 点 的 凯 莱 图 的 每 一 个 ， 都 充分 刻 划 了 一 个 4 阶 
循环 群 ， 但 是 我 们 不 应 当 走 到 试图 消去 边 的 有 向 记号 ， 考 虑 
图 6.12 中 的 两 个 图 象 ,它们 的 不 同 仅 在 于 内 三 角形 的 边 的 箭 
头 方向 ,但 是 它们 所 表示 的 群 有 本 质 差别 ,这 是 因为 其 中 只 有 
一 个 是 交换 群 ( 见 57 页 的 练习 10)。 今 后 ,如 果 需 要 澄清 ,就 
要 标记 群 图 象 的 顶点 ， 
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图 6.11 


p> 
> 口 


图 6.12 


关于 表示 了 的 字 的 注 一 字 表 示 1, 当 且 仅 当 ( 群 的 图 象 
网 络 上 的 ) 对 应 的 道路 是 闭 的 (回想 ， 当 起 点 与 终点 重合 时 道 
路 是 闭 的 )， 我 们 能 区 分 闭 道路 的 有 本 质 差 别 的 两 种 类 型 . 
图 6.13 是 正三 角形 的 运动 群 的 图 象 ( 50 页 ) 上 的 两 条 道路 

1 一 P 一 0 一 1 及 1 一 R 一 3 一 了 一 3 一 人 一 1 
的 图 示 , 这 两 条 道路 都 是 闭 的 ,但 是 不 管 是 用 拓扑 学 的 观点 还 
是 用 群 性 质 的 观点 看 ,它们 的 本 质 都 是 不 同 的 .拓扑 学 是 几何 


0 
. T 
ee: 
ee 一 
江 Pp Te--” 
路 : 1 一 P 一 2 二 1 路 : [一 RS-T 一 SR- 了 
字 Wi: rrr 一 六 一 了 字 Ws: fr 
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学 的 一 个 分 支 , 它 考虑 的 是 几何 对 象 的 连接 方式 ,而 全 然 不 考 
虑 线 的 长 度 这 样 的 性 质 。 如 果 几 何 图 形 的 变形 不 破坏 图 形 的 
任何 线 或 接合 处 , 则 这 种 变换 叫 连 续 变换 .拓扑 学 仅仅 考察 几 
何 图 形 在 连续 变换 下 保持 不 变 的 性 质 .从 拓扑 学 的 观点 看 ,对 
应 于 字 W, 一 所 的 道路 与 对 应 于 字 W, 一 jz-rr 太 :的 道路 - 
有 本 质 区别 : 对 应 于 W, 的 闭路 在 每 一 个 线段 上 只 经 过 一 次 ， 
从 不 经 过 两 次 ， 而 对 应 于 W, 的 闭 道路 在 每 一 个 线段 上 都 来 
回 两 次 (读者 应 将 道路 W, 的 特点 与 38 页 讨论 过 的 群 乘积 的 
逆 元 素 作 一 个 比较 ). 

群 的 公理 是 构成 所 有 群 的 性 质 的 基础 ， 从 群 的 公理 的 观 
点 也 可 以 看 出 W 与 W, 之 间 的 基本 差别 。W, 一 jrmrmrrf . 
在 任何 有 二 个 元 素 (我 们 指定 它们 为 + 和 记 的 群 中 都 表示 1， 

但 他, 一 保全 人 一 1 成 间 的 那 迪 特 于 悍 中 才 表示 1. 
为 了 看 出 W; 一 7 在 任意 群 中 都 成 立 ,我 们 只 需 写 
W, 一 fr-trrlirz 太 到 frr-ir)r 三 ! 
-riDrf = = fr 
一 帮 D) 三 一 太一 1 

应 用 群 的 公理 我 们 逐次 消去 了 所 有 表示 生成 元 及 其 逆 元 素 的 
符号 ,因而 将 字 W, 化 简 成 7. 我 们 称 W; 为 空 字 ,因为 应 用 群 
的 公理 它 能 表示 成 除了 外 不 含 其 他 任何 群 元 素 。 我们 断定: 

(1) 在 图 象 网 络 的 每 一 线段 上 都 往返 两 次 而 返回 自身 的 
闭 道路 ,对 应 于 空 字 . 

(2) 所 有 其 他 的 闭 道路 对 应 于 生成 元 之 间 的 一 个 特殊 关 
系 ,但 这 并 不 是 对 所 有 的 群 都 是 真 的 . 


练习 9 在 等 边 三 角形 的 重合 运动 群 的 图 象 (图 6.7) 中 ， 
设 取 内 三 角形 的 原来 标记 fr 的 顶点 作为 1, 画 出 这 个 群 的 有 
对 应 标记 的 凯 莱 图 . 
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练习 10 ”首先 画 出 等 边 三 角形 的 重合 运动 群 的 凯 莱 图 ， 
然后 修改 它 : 只 改变 内 三 角形 的 箭头 方向 。 标 记 改 变 后 的 内 
三 角形 的 顶点 ,然后 作 六 个 元 素 的 乘法 表 , 用 修改 后 的 图 象 来 
确定 新 的 乘积 。 这 个 集合 是 一 个 群 吗 ? 


练习 11 下 面 是 一 个 用 两 种 类 型 (或 两 种 “ 色 ”) 的 有 向 
边 ” 和 构成 的 图 象 ， 这 个 图 象 是 连通 的 , 并 且 在 4、B、C 
三 个 顶点 中 的 每 一 个 都 有 四 个 (对 应 于 字 的 四 个 可 能 因子 >， 
7 ,s,s 的) 可 能 运动 , 但 是 可 以 证 明 , 这 个 图 象 不 可 能 是 
一 个 群 的 图 象 ， 这 是 因为 ， 用 + 和 * 及 它们 的 逆 元 素 构成 的 
字 , 在 一 个 顶点 对 应 于 闭 道路 ,在 其 他 顶点 却 不 是 (例如 , 试 试 
字 sr 及 rsr)。 


， , 一 一 一 
一 人 
了 


)B 


发 现 群 的 图 象 

已 经 看 到 , 群 的 凯 莱 图 能 用 任何 方法 变形 ,只 要 我 们 不 破 
坏 顶 点 之 间 的 任何 联接 。 例 如 , 图 6.14 是 等 边 三 角形 的 重合 ~ 
运动 群 的 凯 莱 图 ( 见 50 页 的 图 6.7) 的 变形 。 这 个 群 的 这 个 
凯 莱 图 也 可 以 变 成 三 维 网 络 , 如 图 6.15 所 示 . 

这 种 三 维 图 象 有 力 地 暗示 了 群 的 实际 上 的 物理 运动 ， 下 
面 的 三 角形 4BC 可 以 用 来 表示 没有 翻转 的 三 角形 的 位 置 ， 
其 箭头 表示 三 角形 在 所 在 平面 中 的 运动 ,上 面 的 三 角形 DEF 
则 刻 划 翻转 后 的 三 角形 位 置 ， 其 箭头 表示 翻转 后 再 旋转 的 三 ， 
角形 的 位 置 。 在 每 一 个 顶点 处 的 构成 闭 图 的 一 对 线段 表示 来 
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回 翻转 . 

这 里 是 首先 画 出 凯 莱 图 ， 然 后 修改 成 符合 物理 作用 的 图 
示 . 有 时 我 们 颠倒 这 个 过 程 , 首先 画 群 的 实际 运动 的 图 形 表 
示 , 然 后 抽象 成 那个 群 的 凯 莱 图 . 

二 面体 群 

考虑 导致 一 个 正方 形 重合 于 它 自身 的 运动 的 集合 一 一 正 
方形 的 重合 运动 、 等 边 三 角形 的 情况 提示 我 们 , 这 些 运 动 的 
生成 元 是 +〈 正 方形 在 所 在 平面 旋转 90 的 运动 ) 和 f (正方 
形 绕 对 角 线 转 180” 的 翻转 )。 这 些 运 动 指出 ,三 维 表示 如 图 
6.16 所 示 。 这 个 图 象 是 以 > 和 了 为 生成 元 的 ,满足 

14 一 1 及 了 一 7 

的 8 阶 群 的 凯 莱 图 . 若 把 它 变 成 二 维 网 络 , 则 如 图 6.17 所 示 . 


任意 正 多 边 形 的 重合 运动 的 情况 ， 与 等 边 三 角形 的 情况 
的 类 似 性 是 非常 显然 的 ， 因 而 可 直接 推广 到 任意 正 多 边 形 的 
重合 运动 群 . 

正 多 边 形 的 重合 运动 群 叫 做 二 面体 郡 。 “二 面体 ”表示 
“两 个 平面 *, 因而 ,我们 可 以 看 到 , 一 个 二 面体 群 的 凯 莱 图 的 
三 维 型 式 表示 成 两 个 平面 多 边 形 ， 它 们 的 顶点 被 生成 元 “ 勒 
转 ” 线 段 所 联接 。 今 后 我 们 将 用 DD 作为 二 面体 群 的 一 般 符 号 . - 
我 们 也 将 用 下 标 表示 这 个 群 的 多 边 形 的 顶点 的 个 数 。 因此 ， 
等 边 三 角形 的 六 阶 二 面体 群 将 用 Di 表示 ;正方 形 的 八 阶 二 面 
体 群 将 用 Di 表示 .一 般 地 , 正 ” 边 形 的 二 面体 群 , 我 们 将 用 
D, 表示 ， 显然 , D。 是 一 个 24 阶 群 . 

有 一 个 周期 为 2 的 生成 元 的 群 的 图 象 的 画 法 ， 有 一 个 简 
化 方法 。 因为 二 面体 群 的 “翻转 "元 素 f 是 后 期 为 2 的 , 所 以 
我 们 将 用 二 面体 群 的 图 象 来 阐明 这 种 简化 方法 ， 但 它 也 适用 
于 有 周期 为 2 的 生成 元 的 任何 群 的 图 象 

所 有 含有 周期 为 2 的 生成 元 (如 办 的 图 象 ,在 每 一 个 顶点 
都 有 一 对 f- 线 段 的 “ 闭 轿 *， 我 们 仍 用 每 一 对 这 样 的 线 脆 表示 
+ 和 它 的 洲 元 案 广 。 我们 可 以 省 略 这 各 ep 


ee 人 线 下 就 表示 有 有 条 f 或 让 用 这 种 


D; Ds 
图 6.18 
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简化 方法 来 画 二 面 群 P 和 D, 的 图 象 , 就 如 图 6.18 所 示 。 注 
意 ,生成 元 +( 它 的 周期 大 于 2) 是 用 有 篆 头 的 线段 表示 的 , 只 
是 对 应 于 (周期 为 2 的 ) f 的 线段 才 没 有 箭头 . 
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第 七 章 “” 按 生成 元 和 关系 定义 群 


我 们 已 经 看 到 ,一 个 特殊 的 群 可 用 下 面 这 些 方法 定义 : 

(i) 有 二 元 运算 且 满 足 三 个 群 公理 的 (一些 元 素 的 ) 集 
合 。 这 是 基本 定义 形式 , 所 有 其 他 可 能 的 定义 方式 都 是 由 它 
推导 来 的 . 

(ii) 具有 在 第 四 章 中 所 讨论 过 的 一 些 性 质 的 、 我 们 叫做 
群 的 乘法 表 的 (一 些 符 号 的 ) 方 阵 。 这 种 方 阵 以 规定 群 元 素 的 
所 有 乘积 的 方式 来 定义 一 个 群 . 

(Gi) 满足 我 们 对 群 的 图 象 所 规定 的 一 些 基本 性 质 的 (一 
些 有 向 线段 的 ) 网 络 。 这 种 网 络 用 规定 它 里 面 的 结构 ( 即 群 元 
素 的 任何 一 个 乘积 对 应 于 这 个 图 象 网 络 上 的 什么 相继 的 路 ) 
的 办 法 来 定义 一 个 群 . 

在 这 一 章 ,我 们 将 专门 指出 ,还 有 其 他 定义 群 的 方法 一 一- 
用 生成 元 和 它们 的 关系 来 定义 群 的 方法 。 关于 生成 元 , 我们 
已 有 某 些 经 验 . 


循环 群 Cs 

我 们 将 由 检验 (用 Cs 表示 的 ) 3 阶 循环 群 的 简单 情况 开 
始 .这 是 等 边 三 角形 在 其 所 在 平面 内 的 旋转 群 (16 页 )， 这 - 
个 群 C3,《 作 为 一 个 循环 群 ) 能 用 它 的 一 个 元 素 (如 ”) 生成 ， 

. 而且 它 的 3 个 元 素 能 表示 成 
7。f2。r3( 一 7)。 
现在 我 们 来 考虑 这 相反 的 情况 : 
(1) G 是 用 一 个 元 素 > 生成 的 ， 
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(2) 产 一 了 

这 些 条 件 能 完全 确定 G 的 结构 吗 ?特别 是 群 G 必 须 是 一 
个 3 阶 循环 群 吗 ?回答 是 “不 能 ”， 这 是 因为 我 们 仅仅 考察 关 
系 壮 一 【是 不 够 的 ， 如 果 还 满足 > 一 1， 则 就 看 出 这 个 群 
可 以 仅 由 一 个 元 素 工 组 成 ,所 以 是 1 阶 的 。 因 此 ,如 果 我 们 想 
完全 确定 G, 我 们 就 必须 修改 我 们 对 群 G 的 刻 划 ， 显然 , 若 
命题 (2) 修改 成 

《2') G 的 定义 关系 的 集合 仅 由 一 个 关系 ?二 7 构成 ， 
则 (1) 和 (2') 就 能 完全 确定 作为 一 个 3 阶 循环 群 的 G。 为 
了 阐明 这 个 命题 ,我 们 必须 给 出 “关系 * 的 精确 含义 ,然后 再 给 
出 一 个 群 的 定义 关系 的 含义 。 这 以 后 我 们 才能 够 决定 C3 的 
“关系 ”一 1 是 否 是 Cs 的 一 个 定义 关系 . . 

”一 个 关系 水 及 一 个 如 下 的 等 式 : 
Wa=1, ; 
_ 其 中 WwW 是 群 的 一 个 字 ( 见 46 页 )， 字 W 有 两 种 不 同 的 类 型 ， 

对 于 它们 我 们 都 可 以 有 W = 1。 首先 在 Cs 中 有 这 样 的 字 
rrr 或 r*, 对 于 它 ,命题 


”=1 
断言 , 字 表 示 一 个 与 了 相同 的 群 元 素 。 这 个 等 式 不 是 群 的 公 
理 的 一 个 推论 ,因而 对 于 所 有 的 群 一 般 是 不 真 的 ， 例 如 ,在 生 
成 元 为 > 的 循环 群 C; 中 一 一 了 就 不 真 。 相反, 考虑 命题 
zz 一 13; 
这 个 等 式 是 群 的 公理 ( 逆 元 素 公理 ) 的 直接 推论 ， 因 此 对 每 一 
个 群 的 每 一 元 素 > 都 成 立 . 注意 , > 是 空 字 ; 对 所 有 的 生成 
元 ,我 们 都 可 以 应 用 群 的 公理 ,并 可 以 用 了 取代 互 为 逆 元 素 的 
元 素 对 ( 见 56 页 ). 但 不 是 空 字 ， 因 而 仅仅 在 特殊 的 群 中 
7? 二 了 才 是 真 的 。 让 我 们 约定 ,在 我 们 的 关系 的 定义 中 。 对 于 
W 一 1， 我们 将 排除 到 是 空 字 的 平凡 情况 。 我 们 应 回忆 起 ， 
ee 62， 


命题 ”一 1 和 rr-! 一 1 都 对 应 于 C; 的 闭 道路 ， 后 者 对 应 于 
返回 自身 的 平凡 的 闭 道路 ,而 前 者 则 对 应 于 非 平凡 的 闭 道路 
( 见 5 页 ). 

我 们 将 利用 的 群 关系 的 定义 ; 若 妈 是 群 G 的 非 空 的 字 ， 
且 使 


W=1, 

则 称 这 个 等 式 是 G 的 一 个 关系 。 因 为 字 卫 是 G 的 生成 元 的 乘 
积 , 所 以 我 们 也 称 W 一 1 是 G 的 一 个 生成 元 关系 @ . 

为 了 引进 G 的 定义 关系 的 概念 ， 我 们 考虑 由 G 的 所 有 非 
平凡 关系 组 成 的 集合 , 即 集合 

{Ri = 1), k=1,2, ，…,， 

其 中 R 不 是 空 字 ,我 们 将 用 4 标记 关系 Ri 一 1 的 集合 

让 我 们 来 考虑 关系 集合 4 是 空 集合 〔 没 有 任何 元 素 的 集 
合 ) 的 情形 。 难 道 有 一 种 群 它 没有 生成 元 关系 吗 ” 仅 仅 由 一 
个 元 素 了 组 成 的 平凡 群 可 以 作为 没有 生成 元 关系 的 群 。 然 而 
我 们 也 应 考虑 用 指明 有 (例如 ) 满 足 关系 。 二 和。 == 了 的 生 
成 元 a 和。 的 方法 来 确定 同一 个 群 ， 在 这 种 情况 下 , 每 一 个 
字 等 于 1。 让 我 们 回避 这 种 情况 。 而 仅 考虑 至 少 有 一 个 字 不 
等 于 工 的 群 。 用 元 素 。 生成 的 无 限 循环 群 C。 就 是 这 样 一 个 
， 群 .我 们 已 经 看 到 《48 页 )， 若 C。 的 任何 一 个 字 是 非 空 的 。 
则 它 不 等 于 1, 因为 » 天 0 时 ar 关 1; 这 就 是 说 , 群 Co 没有 
仅 含有 单个 生成 元 «的 关系 。 用 一 个 元 素 生成 的 无 限 循环 群 
C。 是 一 个 没有 关系 的 群 。 这 样 的 群 叫做 自由 群 

假设 集合 4 至 少 包含 一 个 关系 一 1, 我 们 将 指出 ,只 
要 对 关系 R 一 7 应 用 群 的 公理 , 4 就 包含 无 限 多 个 关系 。 特 


和 @ 好 象 我 们 应 考虑 更 一 般 的 形式 W, = Wy, 作为 群 G 的 一 个 关系 ; 但 是 用 
群 公理 能 将 其 变形 为 WW = Wz! = 1， 所 以 仅 考虑 形 如 W = 1 的 关系 
就 够 了 . 
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别 是 , 若 R 一 1, 则 
R-!1 二 I( 因 为 RR-1 二 1),，R?: 二 R.1=1. 
类 似 地 , R-: 一 1。 继续 乘 等 于 了 的 字 , 我 们 得 到 
R"=1 及 R-"=1,(n=1,2,.…). 
这 个 结果 指出 ,由 一 个 关系 二 了 就 可 推出 无 限 多 个 关系 , 因 
而 4 必须 包含 无 限 多 个 关系 Rk 一 1, 其 中 Rx 是 非 空 字 。 

关系 R" 二 1 和 R-? 一 7, 一 1, 2,……, 不 仅仅 是 由 一 
个 关系 一 工 和 群 的 公理 推导 出 来 的 。 显然 , 若 W 是 用 群 G 
的 生成 元 作成 的 任何 一 个 字 , 则 

W-iRW = WW =1 8 W-R-W =W-UW =1; 
而 且 可 以 指出 ， 由 R == 7 推出 的 所 有 关系 的 集合 是 由 形 如 
W-IRW 和 W-'R-tW 作 因 子 的 所 有 等 于 了 的 乘积 构成 的 一 
个 集合 . 

现在 我 们 转向 群 G 的 所 有 非 平凡 关系 的 集合 4, 而 且 知 
果 可 能 我 们 将 选择 这 样 的 子 集 B, 用 中 的 关系 能 推 得 4 中 
的 所 有 关系 . 关系 的 这 种 集合 B 叫 做 群 G 的 定义 关系 集合 . 

“ 载 们 可 以 确信 ， 如 果 4 是非 空 的 ， 则 至 少 有 一 个 定义 关系 集 
合 , 这 是 因为 我 们 总 可 以 取 集 合 4 自己 作为 B。 更 有 兴趣 的 
且 更 有 用 的 情况 是 , B 是 4 的 一 个 真子 集 ( 即 B 与 4 不 完全 一 
样 ). 

在 详细 令 述 特殊 的 群 之 前 ,我 们 先 来 病 明 “由 集合 了 的 关 
系 推 得 集合 4 的 所 有 关系 ”的 含义 我 们 的 意思 是 说 ,应 用 群 “ 
的 公理 我 们 能 从 B 的 关系 推 得 4 的 所 有 的 关系 ;例如 ,在 上 面 
我 们 已 经 看 到 ， 由 一 个 关系 R = 了 组 成 的 集合 怎样 推导 出 无 
穷 多 个 关系 

Ra 一 7，R- 一 1 及-IR 了 一 上 及 WR-'W = 1, 
现在 我 们 来 研究 关系 
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是 否 是 生成 元 为 7 的 3 阶 循环 群 C: 的 定义 关系 .首先 回忆 ， 
用 + 和 + 排 忆 的 每 = 介 字 帘 同 风 号 7 的 寡 次 ;所 以 ,Cs 的 
所 有 关系 的 集合 4 为 

A 二 {r*= 二 1}, 有 二 土 1, 土 2,……。 
注意 ， 集 4 也 可 以 写成 如 下 的 形式 ( 见 22 页 ): 

A={r"=1}, z=0(mod3), nz 0. 
Ca 的 每 一 个 非 平 凡 关系 都 已 包含 在 集合 4 中 ; 这 是 因为 , 若 
Pa 一 ! 是 Cs 的 一 个 关系 , 则 将 推 得 + 一 !。 但 在 群 C3 中 
r+ 关 7, 因此 +*tt 关 1。 类似 地 ,由 r**? 二 17 可 推 得 x? 二 1， 
这 个 关系 在 Cs 中 也 是 不 成 立 的 . 

我 们 认为 ,我 们 取 一 个 关系 
太一 人 
就 能 组 成 C3 的 定义 关系 集合 B。， 集合 4 的 每 一 个 关系 都 可 
由 这 个 关系 和 群 公理 推 得 .例如 
73 一 ! 推 得 盖 一 71， 


因而 
1, (ol, k=1,2,. 
所 以 , x 一 7 推 得 
rel], n=0(mod3), n 天 0， 

而 这 些 正好 是 4 的 所 有 的 关系 《从 我 们 的 关系 集合 中 排除 
7 二 0 的 情况 ,是 因为 "是 空 字 ). 

对 于 Cj。 还 有 其 他 的 定义 关系 集合 ,例如 单个 关系 :一 
7, 或 两 个 关系 二 1 及 + 一 1 也 可 以 取 作 和 集合 B。 

下 面 的 定理 充分 给 出 了 定义 关系 概念 的 完整 的 潜在 意 . 
义 。 这 个 定理 断言 , 在 任意 生成 元 集合 上 的 任意 生成 元 关系 
的 集合 完全 确定 一 个 群 . 

定理 2 若 我 们 给 定 一 个 关系 R。 一 1 的 集合 B, 其 中 
每 一 个 R4 是 用 一 组 生成 元 符号 给 出 的 非 空 的 字 ， 则 存在 一 
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个 群 G, 8 是 它 的 生成 元 关系 集合 . 
定理 2 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 。 然而 , 对 于 两 个 具体 
的 定义 关系 集合 ,我 们 将 详细 说 明 这 个 定理 . 
我 们 需要 用 到 等 价 宅 的 概念 ， 考 虑 两 个 字 
Wi=rrr 和 Wo= rrr, 
把 它们 看 作 是 生成 元 和 其 逆 元 素 的 序列 ,这 两 个 字 是 不 同 的 ， 
这 是 因为 第 一 个 (和 第 二 个 ) 符 号 是 不 同 的 .但 是 把 它们 看 作 
是 群 元 素 的 表示 时 , 则 它们 表示 同一 个 群 元 素 ,这 是 因为 
We=rr r=(rr r=lr=r 


及 


Wi=rrr= (rr)r=1r=r. 
如 果 两 个 字 w, 与 W, 表 示 同 一 个 群 元 素 , 则 说 它们 是 等 价 的 。 
注意 , 在 所 出 现 这 些 序列 中 ,我 们 删 去 一 一 和 一 > 一 7 
而 将 WW 和 WW， “变换 ”为 +, 现在 我 们 在 循环 群 Cs 中 考虑 字 
Ws=r-Yy! 和 W,= rrrr. 
我 们 已 经 看 到 ,这 个 群 被 关系 一 一 1( 由 它 可 推 得 关系 一 一 
了) 所 确定 。 现在 我 们 用 插入 及 删 去 等 于 工 的 字 的 办 法 来 " 变 
换 * 字 WW 及 Wi 
Ws=r-r-!io= (rr-Dr-ir-! (插入) 
二 rl 一 + 〈 删 去 ) 


Wi=rrrr=r(rrr) = rr )= rl=r. (出 去 ) 
不 同 的 字 W: 与 本 4 在 循环 群 Cs 中 却 表示 同一 个 群 元 


= rr lt) = rr 


及 


FP 


时 轩 


以 也 可 将 字 W, 变 成 字 W; 的 步 又 “ 旺 倒 ”过 来 而 将 字 W, 变 
成 字 W,。 这 说 明 如 下 的 命题 是 正确 的 如果 入, 等 价 于 W,， 


则 W; 等 价 于 WW,。 可 以 证 明 。 如 果 配 ,。 配 ;和 WW 是 这 样 的 
字 , W, 等 价 于 玉 ,, W, 等 价 于 Ws， 则 W, 等 价 于 Ws， 我 们 
所 期 望 和 要 求 的 这 个 性 质 叫做 关系 的 “等 价 性 "9. 

我 们 将 利用 等 价 性 概念 把 字 的 集合 划分 成 等 价 字 的 类 ， 
设 是 给 定 的 符号 集合 上 的 所 有 字 的 集合 ;也 就 是 说 ,是 所 
有 用 表 示 生成 元 和 它 的 逆 元 素 的 符号 排 成 的 有 限 序列 ，F 的 
所 有 的 字 的 分 类 法 如 下 :车 WW, 和 WW, 是 的 等 价 字 , 则 WW, 和 
W, 归 人 同一 类 ;车 W, 与 W, 是 中 的 不 等 价 的 字 , 则 它们 不 - 
能 归 入 同一 类 ， 换 句 话说 隐 , 和 了 对， 引导 一 一 类 , 当 且 仅 当 
字 实 际 上 是 否 等 价 ,是 非常 困难 的 . 这 个 问题， 和 
只 有 很 少 的 群 被 解决 . ) F 怎样 被 划分 为 等 价 字 的 类 ， 下 面 在 
我 们 讨论 被 关系 ”一 / 确定 的 群 时 ,将 给 出 一 个 例 于 ， 那 时 
将 被 划分 为 等 价 字 的 类 ,等 价 的 字 将 用 同一 个 群 元 素 表示 ， 
我 们 可 用 某 一 类 中 的 任意 一 个 字 作为 这 个 类 的 代表 元 @， 

现在 我 们 来 详细 说 明定 理 2 ( 65 页 ), 下 面 我 们 将 介绍 一 
个 基本 方法 的 要 点 .介绍 是 抽象 的 并 采用 一 般 太 语 ， 司 面 将 
用 详细 说 明 的 例子 来 现 因 它 . 

(1) 我 们 给 定 一 个 生成 元 符号 的 集合 和 关系 R4 一 1 的 
集合 (这 里 每 一 个 Rk 都 是 用 给 定 符号 拼 成 的 非 空 的 字 )， 

(2) P 是 所 有 (用 给 定 符号 拼 成 的 ) 字 的 集合 . 

(3) 将 F 的 所 有 使 得 WW 一 ! 的 字 到 作成 子 集 及。 这 里 
的 W 一 了 是 由 给 定 的 关系 Rk 一 7 的 集合 推出 来 的 . 

(4) 将 划分 成 等 价 字 的 类 《等 价 的 字 即 是 可 以 用 删 去 


@ “等 价 性 ”的 更 正式 的 提 法 可 参阅 本 丛书 的 第 9 本: ”C.D. Olds 的 
“Continued Fractions”( 连 分 数 ) 的 127 页 . 

自在 旋转 群 (第 17 页 ) 和 “ 模 2 相等 ?的 讨论 (第 21 页 ) 中 ,我们 实际 上 已 经 
利用 过 类 的 代表 元 . 
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或 插入 等 于 工 的 字 的 方法 彼此 互 变 的 字 ). 

《5) 选择 代表 元 字 的 集合 G 〈 代 表 元 字 是 从 每 一 个 等 价 
类 中 选 来 的 一 个 字 ). 任意 这 样 的 集合 G 是 一 个 群 〈 对 这 个 
群 ,给 定 关系 R 一 ! 是 定义 关系 ). 


关于 及 的 构造 的 注 我 们 要 求 ，K 是 形 如 771RT 或 
77!R717 的 字 的 所 有 乘积 ( 即 有 限 序列 ) 的 集合 , 这 里 R 二 了 
是 给 定 集合 B 中 的 一 个 关系 ， 而 T 是 F 的 任意 的 字 。 若 
R 一 1， 则 显然 所 叙述 的 任意 一 个 字 都 等 于 I， 这 是 因为 
TUT 一 1 反之 , 若 了 是 的 一 个 字 , 且 由 我 们 的 关系 能 推 
得 了 一 7, 则 7 了 是 形 如 7-R7 的 因子 的 乘积 。 


用 定义 关系 确定 Cs 
(1) 我 们 应 用 前 面 的 方法 来 “发 现 ” 有 一 个 生成 元 7 的 、 
由 定义 关系 ?一 7 确定 的 群 G (无 疑 我 们 “希望 群 G 结 果 是 
一 个 3 阶 循环 群 ). 
《2) 我 们 的 字 是 用 符号 * 和 :组 成 的 有 限 乘积 ， 所 有 
这 样 的 字 就 组 成 我 们 的 集合 F。 显然 , 的 任意 一 个 字 了 都 
能 变 成 > 的 乘 究 , 即 了 可 变 为 +?,n 一 0, 土 1, 士 2,，…- 
(3) 在 当前 的 情况 下 ， 形 如 7-!RT 或 7-!R-17 的 字 也 
就 是 形 如 
Cr”)(rD(r) 或 《xr")-1r-3)(1") 
的 字 ， 为 了 作成 集合 F, 我 们 来 寻找 所 有 形 如 
《rr)《r") 或 (rr Cr) 
的 字 “ 生 成 * 的 字 . 但 是 ， 名 尼 我 们 从 这 风 字 中油 去 所 有 相 名 
的 互 逆 对 时 ,它们 就 变 成 
73 和 on 
所 以 案 合 K 包含 有 二 和 盖 :的 乘 宕 : 
68 。 


大 一 {r"}， # 是 3 的 倍数 ， 
即 
Ko={r"}, n= 0(mod3). 
KK 的 所 有 这 些 等 于 了 的 字 都 可 由 关系 ?一 1 推 得 . 
《4) 用 删 去 或 插入 所 有 ”= 0(mod 3) 的 字 的 方法 来 变 
换 F 的 字 +"， 我 们 看 到 ,F 的 字 被 划分 为 如 下 三 个 类 : 
4:2 三 0(mod 3) 的 字 1", 例如 4 = 6 的 字 5; 
B: 1 三 1(mod 3) 的 字 ”， 例 如 二 一 4 的 字 r4; 
C: 7 宇 2(mod3) 的 字 王 ， 例 如 z 一 一 1 的 字 一 
(5) 选 出 每 一 类 的 代表 元 : 
A 选 1(n 一 0), B 选 r, C 选 2 
《这 种 选 法 是 方便 的 ,但 选 法 可 以 任意 . 我们 也 可 这 样 选 代 表 
元 : 4 选 六 8B 选 六 C 选 +’.) 这 三 个 代表 元 1, +, ?作成 
一 个 群 , 即 生成 元 为 > 的 3 阶 循环 群 ,( 我 们 应 回忆 起 类 的 等 
价 字 的 含义 。 例如 , 字 (r”)(r?) 一 + 与 字 + 在 同一 个 类 , 因 
此 我 们 能 说 群 元 素 (r?》 与 群 元 素 * 相同 .) 
我 们 看 到 , 被 关系 王 一 7 定义 的 群 G 正 是 我 们 所 “期 望 ” 
的 3 阶 循环 群 . 


DD, 的 定义 关系 集合 

我 们 将 应 用 同 祥 的 基本 方 
法 来 发 现 D 是 怎样 被 定义 关 
系 所 确定 的 .我 们 的 首要 任务 
是 寻找 关系 集合 《我 们 可 以 希 
望 它 结果 是 定义 关系 集合 ). 一 
个 线索 是 在 群 的 图 象 中 寻找 ， 图 7.1 
因此 我 们 来 重新 检查 D， 的 图 
象 ( 见 图 7.1)。 
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我 们 从 用 > 和 + 组 成 的 字 中 引出 等 于 工 的 字 ， 从 而 求 得 
关系 的 集合 。 我们 回忆 起 , 一 个 群 中 的 每 一 个 关系 都 联 带 它 
图 象 上 的 一 个 〈 非 平凡 ) 闭 道路 。 Ds 的 图 象 上 的 非 平凡 闭 道 
路 如 图 7.2 所 示 . 道路 (4) 对 应 于 关系 ”一 1, 道路 (2) 对 


(9) (b) (0) 


应 于 一 1, 路 C 对 应 于 vfrf = 1， 注意 ， 这 样 的 闭 道路 起 
自 图 象 的 每 一 个 顶点 ， 这 由 群 的 图 象 的 齐 次 性 〈 见 53 页 ) 是 
可 料 到 的 . 
我 们 要 求 
=], f=1, rfff=1 
是 D; 的 定义 关系 , 
用 关系 集合 定义 D， 仍 用 我 们 的 基本 方法 。 
(1) 我 们 的 生成 元 集合 是 {+, 分, 我 们 的 定义 关系 是 
2=1, P=1, rfrf=1. 
(2) F 是 所 有 用 +, f, +, 三 组 成 的 字 的 集合 。 与 上 述 
的 例子 相反 ,没有 简单 的 方案 来 记述 所 有 这 些 字 . 
(3) 子 集 玉 包含 所 有 由 给 定 关 系 推 得 的 ,等 于 工 的 字 , 我 
们 来 注意 及 的 一 个 特殊 的 \ 后 面 要 用 到 的 字 , 考虑 用 形 如 
771RT 或 TAR-T 作为 因子 的 字 了 : 
V PP: Fr rr 
=F: rfDf r= rf 


= frfr™, 


因为 了 在 天 中 ,所 以 
有 一 加 大 一 一 即 太 一 地 
《4)，(5) 现在 我 们 用 出 去 或 插入 等 于 了 的 字 的 方法 来 变 
换 F 的 字 , 并 将 F 划分 成 等 价 字 的 类 . 我们 断言 ,有 以 


1, rs fs 7, rt, fr 


OO i 


为 了 证 明 这 个 断言 ,我 们 将 首先 指出 ,不 能 有 多 于 6 个 等 
价 字 的 类 ,也 就 是 说 , F 中 的 任意 的 字 都 能 变 成 这 6 个 字 中 的 
一 个 ;然后 指出 这 6 个 字 中 没有 两 个 是 等 价 的 . 为 此 ,我 们 将 
利用 KK 的 每 一 个 字 都 等 于 了 的 事实 ， 并 将 利用 K 的 那个 特殊 
的 字 7. 

在 《3) 中 我 们 已 看 到 ,因为 了 在 玉 中 ,所 以 由 

区 本 GO 
推 得 @ 
fr = r. 


任意 字 , 我 们 可 以 利用 等 式 fr 一 rf 来 “交换 *f 与 +, 而且 
是 用 代替 +; 用 这 种 方法 , 我 们 可 以 把 所 有 符号 1“ 移 ”到 
右边 , 把 所 有 符号 +“ 移 ” 到 左边 , 而 得 到 最 后 的 字 (在 这 种 字 
中 已 用 所 有 的 符号 " 代替 了 所 有 的 符号 力 。 进 一 步 ， 因 为 由 
关系 ”一 1 及 一 1 推 得 /一 及 修一 f, 所 以 在 变换 
出 来 的 字 中 的 所 有 ” 和 的 寡 次 都 可 以 假定 是 非 负数 .因此 
正如 我 们 所 断言 的 F 的 每 一 个 字 都 等 价 于 形 如 rp 的 字 . 作 
为 这 个 方法 的 一 个 具体 说 明 , 考 虑 如 下 的 


@ fr = rf 一 1'f 是 下 列 更 一 般 结 果 的 一 个 特殊 情况 : 由 两 个 关系 f* 二 1 
和 rfrf 一 ! 推 得 fr" 一 一 "/ (对 所 有 整数 ”>); 而 且 由 单个 关系 rjrf = 1 
推 得 jp 一 六， 其 中 一 (一 D42，y 一 (一 Do 
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rrifr = rfr)rfr = rr)rfr = rrfr 
一 r(fr)fr = rr 一 rpr 一 
由 ”二 1 及 二 1 可 进一步 推 得 , 每 一 个 字 x 等 价 于 形 如 
+r"f” 的 字 , 其 中 a 一 0, 1 或 2,b' 一 0 或 1; 也 就 是 说 , F 的 
每 一 个 字 等 价 于 字 
1,r,f, 7’, rf, rf(= fr) 


中 的 一 个 ， 

至 此 , 我 们 的 论证 证 明 , F 的 等 价 字 至 多 有 6 个 。 然而 ， 
在 以 1, r, fm, rf 及 fr 作 代表 元 的 6 个 类 中 ,或 许 有 某 些 
有 共同 的 元 素 ;也 就 是 ,我 们 提 到 的 代表 元 的 某 些 或 许 是 可 相 
互 变换 的 字 . 留 待 证 明 的 是 ,没有 这 种 情况 一 -6 个 字 中 没有 
两 个 是 等 价 的 。 这 种 证 明 的 实质 部 分 是 指出 到 1 及 f 去 1. 
虽然 在 我 们 的 定义 关系 集合 中 并 没有 > = 了 及 f 一 7, 我 们 也 
不 能 假定 这 些 量 就 不 是 我 们 提 到 的 关系 (能 推 得 ) 的 结果 @ . 

我 们 首先 证 明 j 关 1. 若 一 工 是 给 定 关系 的 一 个 结果 ， 
则 f 是 K 的 一 个 字 ， 因此 在 K 中 存在 一 个 用 形 如 7-'RT 或 
7~!R-!7 的 因子 作 的 字 ， 它 可 以 转变 为 字 大 ”我 们 需要 证 明 
的 是 ,无 论 我 们 怎样 应 用 群 的 公理 及 给 定 的 关系 ,都 不 能 将 
写成 这 些 因子 的 乘积 ， 我 们 的 方法 的 实质 是 , 在 K 的 任意 字 
贡献 .R 是 字 r”, ,rfrf (或 它们 的 逆 元 素 ) 中 的 一 个 ,在 这 些 
字 中 + 的 指数 和 是 0, 2。2 (对 于 它们 的 逆 元 素 则 为 0, 一 25 
一 2). 因 为 是 的 任意 字 , 所 以 在 T 中 f 的 指数 和 是 任意 的 
《例如 让 值 。 因 而 在 7-: 中 的 指数 和 为 一 :( 应 记 住 的 是 ， 
如 果 了 一 77- 六， 则 7 一 ftr-?， 见 38 页 的 关于 乘 
积 的 逆 元 素 的 讨论 )， 在 任何 因子 中 7-! 和 工 的 净 贡 献 为 0. 


@@ ”例如 ,由 两 个 关系 xyx* ==1 及 x? 二 1 就 推 得 ， 一 人 
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因此 ,在 全 全 困 于 了 -+ 8 中 的 指数 和 是 0? 或 一? 中 的 一 
个 . 所 以 在 天 的 任意 字 中 f 的 指数 和 应 为 偶数 .因为 有 指 
数 和 1( 不 是 偶数 ), 所 以 推 得 f 不 能 在 kK 中. 

如 果 我 们 试图 应 用 “指数 和 ”的 方法 去 证 明 z 夫 7, 那 就 会 
发 现 根本 行 不 通 。 这 是 因为 ,在 形 如 T-~R7 的 字 中 + 的 指数 
和 可 以 是 0, 2 或 3 中 的 一 个 , 所 以 在 KK 的 字 中 偶数 和 及 奇数 
和 都 能 出 现 . 我们 将 应 用 前 面 的 D; (全 等 三 角形 的 重合 运动 
群 ) 的 存在 性 知识 来 证 明 + 关 7。 假设 一 工 真是 关系 

”=1,f=1,7rr=1 

推 得 的 一 个 结果 ， 则 这 个 结果 在 这 些 关 系 为 真 的 任何 群 中 都 
成 立 。 我 们 知道 在 特殊 群 Ds 中 这 些 关 系 是 真 的, 但 在 Ps 中 
却 没有 + 一 I。 因此 + 一 工 不 是 给 定 关 系 的 一 个 结果 . 

7 二 f 能 作为 给 定 关系 的 一 个 结果 吗 ? 若 > 一 上 则 
让 一 fr 一 14, 它 推 得 1 一 1， 但 1 关 了 所 以 > 天 人 

我 们 已 证 明 1, >, 了 是 不 等 价 的 。 留 给 读者 作为 练习 的 
是 ,证 明 我 们 的 6 个 代表 元 的 集合 中 剩 下 的 字 互 相 不 同 ,而 且 
与 1,7, 也 不 相同 。 例如 ,能 有 > 一 普 吗 ?” 显然 由 它 推 得 

.7 一 1， 如 此 等 等 . “ 


练习 12 群 D; 的 定义 关系 集合 是 
A: P=1, f=1, rfri=1, 
证 明 D, 也 可 被 关系 集合 
B: P=1, jrjr 一 一 / 
定义 . [提示 : 已 知 集合 4 能 推 得 集合 6 〈 见 71 页 )， 因 此 ， 
如 能 证 明 集合 B 推 得 集合 4 就 证 明 这 两 个 关系 集合 是 等 价 
的 ;每 一 个 集合 都 定义 同一 个 群 .] 
现在 我 们 希望 读者 更 直接 地 应 用 基本 方法 做 如 下 的 练习 
13 至 练习 17. 如 有 困难 ， 等 到 对 本 书 有 进一步 了 解 之 后 再 
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做 也 可 . 


练习 13 假设 G 是 一 个 群 ,其 生成 元 是 x* 和 y, 它们 满足 
关系 
人 一 1 xyx"! 一 y” 《其 中 4 > 1)， 
证 明 
yl 


练习 14 (a) 设 “ 和 ”是 群 马 的 元 素 , 并 假设 
#3 = 1, uvu-! 


证 明 v 是 一 个 有 限 周 期 的 元 素 . 
(b) 假设 群 也 有 元 素 “* 及 v, 使 得 


-1 


= Yt, 


tm 一 ，MwVUmt 一 vk, 


其 中 四 和 有 是 整数 ,> 1, m 天 0, 证明” 是 一 个 有 限 周 期 
的 元 素 . 


练习 15 ”证明 存在 一 个 16 阶 的 群 ， 它 的 两 个 生成 元 * 
及 y 满足 关系 
P=, ryx! = yy 


希望 在 证 明 中 将 包含 作 这 个 群 的 图 象 . 


练习 16 证 明 ， 若 G 是 两 个 生成 元 * 和 * 生成 的 、 满足 
关系 


"=], st 一 从 
(站 中 nn 和 A 是 整数 , > 关 0,% > 1) 的 任意 群 , 则 G 是 有 限 阶 
的 . 并 证 明 G 的 不 同 元 素 不 能 多 于 (k" 一 1)n 个 . [提示 : 利 
用 71 页 证 明 中 应 用 的 技巧 , 即 : 由 等 式 fr 一 + 二 可 推 得 ,Ds 
所 有 的 字 都 能 变 成 形 如 "六 的 字 .] 
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练习 17 ”在 前 一 练习 中 设 ” 一 3,* 一 2， 证 明 却 存在 
一 个 21 阶 的 群 , 它 有 两 个 生成 元 * 和, 清 尼 
f=]1, st 一 性 ， 
做 这 个 练习 时 画册 这 个 群 的 图 象 


二 面体 群 D, 的 生成 元 及 关系 

我 们 曾 对 一 个 二 面体 群 ( 即 D;) 的 定义 关系 作 过 详细 的 
讨论 。 用 同 实 的 基本 方法 可 证 明 如 下 的 一 般 命题 : 一 般 三 面 
体 于 ,完全 被 条 件 


r=l, f=1, (=1 
(用 关系 集合 作为 定义 关系 的 含义 ， 在 64 页 的 讨论 中 已 经 明 
确 过 ). 

二 面体 群 D, 当 较 小 时 的 特殊 情况 ,特别 有 趣 . 当 二 1 

时 ,二 面体 群 的 定义 关系 变 为 

r=1, f=1, (=l. 
因为 > = 了 推 得 (rf 一 了 一 1, 所 以 只 留 TFf 了 一 IT 及 +r 一 了 
作为 定义 关系 .但 这 些 关系 定义 二 阶 循环 群 , 所 以 , Di 一 C:. 
可 看 出 这 一 点 的 另 一 种 方法 ， 是 将 D, 作为 只 有 一 边 的 /多边 
形 ”( 即 线段) 的 重合 运动 群 考虑 ， 线 耻 的 两 个 重合 位 置 是 


1] o 一 一 " 2 2 o 一 一 " 1 
用 (59 页 的 ) 简 化 方式 画 的 D, 的 图 象 为 
Te--——--—-ef 


当 ” 一 2 时 , D, 的 定义 关系 是 
m=1, f=1, (r=1, 
即 
=f = = 1. 
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我 们 将 按 “ 二 边 形 * 的 解释 来 构造 D; 的 图 象 “二 边 形 * 是 二 边 
平面 图 形 ,其 边 是 弧 。 图 7.3 是 这 个 二 边 形 的 重合 运动 的 一 
个 图 示 , 这 里 是 一 个 旋转 , f 是 一 个 翻转 。 如 果 我 们 考虑 前 


面 ( 51 页 ?建立 的 群 的 图 象 性 质 , 则 我 们 看 到 , 我 们 的 二 边 形 
的 重合 运动 的 表示 却 是 D, 的 凯 莱 图 . 


AKC 和 
i 1 i st 
Sr 

图 7.3 


利用 周期 为 2 的 生成 元 的 简化 表示 〔( 且 注意 到 + 和 都 
是 周期 为 2 的 ) 时 ,我 们 能 将 D, 的 图 象 简化 为 图 7.4. 注意 ， 
与 成 对 角 的 顶点 曾 标记 为 fz, 但 图 象 显然 表示 ,对 应 于 字 
fr 的 道路 与 对 应 于 字 rf 的 道路 把 T 引 向 同一 顶点 ,所 以 有 
rf 一 加。 因而 D; 是 一 个 交换 群 . 


图 7.4 

阶 为 4 的 群 D, 常 简称 为 四 群 。 也 可 按 关系 的 指数 简称 
为 二 次 群 . 当 研究 正四 面体 的 重合 运动 时 ,我 们 将 再 次 遇 到 这 
个 群 
可 交换 的 二 面体 群 


D, 和 D, 都 是 可 交换 的 , 但 一 看 D3 和 D4 的 图 象 ( 59 页 ) 
76 。 


即 知 它们 是 不 可 交换 的 .， 我 们 能 对 二 面体 群 D, 的 可 交换 性 
给 出 一 个 一 般 命题 吗 ? 可 以 ,我 们 将 指出 , PD 和 D; 是 仅 有 
的 可 交换 二 面体 群 . 


定理 3 仅 当 ” 一 1 及 ”~- 2 时 ,二 面体 群 D, 的 生成 元 
+ 和 上 的 定义 关系 
m=l, fol, (Cr 有一 1 


才 可 推 得 
fr = fs 


反之 , 若 > > 2, 则 二 面体 群 D, 是 不 可 交换 的 . 


为 了 证 明 这 个 定理 。 我 们 首先 观察 , 在 任何 可 交换 的 二 
面体 群 中 有 
ToC = C00D = = rr er 
若是 偶数 ， 由 ”= 7 推 得 六 一 71, 所 以 原来 的 Du 的 定义 
关系 等 价 于 D, 的 定义 关系 
nol, f=1, (f=1. 
若 ” 是 奇数 ,例如 >” 一 2 十 1, 则 
思 一 1 一 j 一 7 一 rr 一 1 一 7 
所 以 + 一 1, 因 而 D, 的 原来 的 定义 关系 等 价 于 D, 的 定义 关系 
r=1, f=1. 
这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 


_ 二 面体 群 D。 
有 无 限 阶 二 面体 群 D。 吗 ? 我 们 将 用 展示 它 的 图 象 的 方 
法 来 证 明 其 有 。 D。 的 图 象 是 由 -线段 组 成 的 并 被 -线段 互 
连 的 两 个 > 边 形 。 如 果 我 们 回想 起 C。 与 C。 的 图 象 是 怎样 
相关 的 (> 边 形 的 边 数 由 # 增加 到 无 限 多 , 即 由 C。 变 为 Cs。 的 
77 。 
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图 7.5 
图 象 ), 则 当 我 们 将 ( 互 连 的 ?两 个 > 边 形 用 两 条 互 连 的 平行 直 
线 代替 ( 见 图 7.5) 时 ,似乎 我 们 也 能 由 D,。 得 到 D。 的 图 象 . 这 
个 直线 段 网 络 满足 群 的 图 象 的 所 有 性 质 ， 我们 将 用 Ds 表示 
与 其 对 应 的 群 . 
现在 让 我 们 用 生成 元 和 定义 关系 的 观点 来 检验 D。。 我 
们 看 到 ,首先 D, 的 定义 关系 
”=l, f=1, (r=1 
对 De 的 图 象 并 不 有 效 ，〈 类 似 地 ,在 Ce 的 情况 中 , 关系 
4 一 1 也 不 成 立 ， 因 而 应 去 掉 ， 见 48 页 ,) 我 们 去 掉 关 系 
7 一 了 而 仅 保留 
f=l, (r=1 
以 定义 D。。 关系 疡 一 1 需要 在 Du 的 图 象 的 每 一 顶点 画 一 
对 弧 , 在 简化 形式 中 则 需要 在 每 个 顶点 画 一 条 f- 线 段 、 关 系 
《rf)? 一 7 对 应 于 一 个 四 边 形 , 它 的 边 是 ”一 线段 与 大 线段 相交 
替 ， 在 图 7.5 中 正好 都 有 这 些 性 质 . 


直 积 
所 有 二 面体 群 的 凯 莱 图 都 给 人 一 个 “双重 ”循环 群 的 直观 
印象 、 群 D, 表示 为 一 线 外 的 (被 大 线 段 互 连 的 ) 两 个 > 边 
形 ， 群 De 则 表示 为 r- 线段 的 .( 被 太 线 段 互 连 的 ) 两 条 平行 
直线 .这 使 我 们 联想 到 ,新 的 扩大 的 群 有 时 可 以 用 小 的 群 “ 组 
合 ” 而 成 . 
。78 。 


I SS r 中 

我 们 来 考虑 ， 在 二 面体 群 的 图 象 中 ， 只 改变 一 个 多 边 形 
的 边 上 的 箭头 方向 , 并 重新 标记 对 应 的 顶点 . 7.6 就 是 Da 
的 作 如 此 改变 后 的 凯 莱 图 .在 这 个 用 新 的 图 象 表示 的 群 中 , 关 
系 凡 一 下 一 1 成 立 ,但 (rf)? 一 7 不成立. 这 个 改变 后 的 图 形 
指出 , fr 一 六 即 因 广 下 一 1( 从 工 到 顶点 到 顶点 如, 到顶 
点 >， 再 回 到 工 的 闭路 )， 这 新 的 群 是 有 关系 

73 一 户 一 太太 zz 一 一 了 

的 阿 贝尔 群 或 交换 群 . 因为 它 是 用 循环 群 C;(f 一 7) 与 循环 
群 Cx 一 中 "组 全 让 的 ,所 以 我 人 用 Cy X 区 I 要 未 它 . 


练习 18 利用 CX C ;的 凯 菜 图 确定 j 的 逐次 乘 寡 . 对 
应 于 (fr) 的 群 元 素 是 什么 ? 证明 C， x C; 一 C6.。 (提示 : 设 
8 一 因 , 并 指出 每 一 个 群 元 素 都 能 表示 成 & 的 宕 次 .) 


若 改 变 二 面体 群 D。 的 图 象 中 的 一 个 ” 边 形 的 边 上 的 箭 
头 方向 , 则 我 们 得 到 有 关系 
r=f=frfir =l 
的 “双重 循环 ” 群 C, x C,。 类 似 地 ， 由 D。 的 图 象 可 得 到 无 
限 " 双 重 循环 ? 群 C, Xx C。( 见 图 7.7)、 此 凯 菜 图 象 两 条 平行 
的 单行 街道 ,它们 又 被 双 行 的 纵向 街道 所 连通 ， 
考虑 图 7.8 中 的 图 象 。 看 来 它 有 点 象 单行 街道 网 络 ， 也 
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图 7.7 


象 一 个 城市 的 一 部 分 地 图 。 在 这 个 图 象 表示 的 群 中 , 关系 
一 1 不成立, 也 就 是 说 f 的 周期 不 是 2。 因此 ,我 们 在 全线 
段 上 也 画 上 了 箭头 ， 指 出 可 交换 性 的 单一 关系 
fel (Bmtr = 7) 
定义 了 这 个 群 ,这 个 单一 关系 反映 在 它 的 图 象 上 , 则 是 在 每 一 
个 顶点 存在 一 个 对 应 于 fr 六 rt 的 矩形 闭路 。 这 个 “城市 竺 
道 ” 群 是 两 个 生成 元 的 更 一 般 的 阿 贝尔 群 . (为 了 使 群 更 一 
。 般 ， 应 从 它 的 定义 关系 中 删 去 某 些 限制 ,而 仅仅 留 下 限制 
jr 一 路 ) 这 个 “城市 街道 器用 C。 x C。 (或 C2) 表示 . 
群 C, x Cs 称 为 循环 群 C, 与 C3 的 意 积 ; 类 似 地 , Cx 
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图 7.8 


Cw 是 C- 与 它 自己 的 直 积 . 直 积 这 个 概念 的 最 一 般 最 抽象 的 形 
式 ,是 极其 有 用 的 ;例如 , 可 以 指出 ,任何 丰 限 阿 贝 尔 群 是 循环 
群 的 直 积 。 下 面 关于 直 积 的 讨论 将 是 简要 的 , 因而 我 们 将 依 
束 于 例证 来 了 解 大 本 概念 . 

假设 S 是 有 二 元 运算 @ 的 集合 , 群 C 和 已 是 S 的 子 集 , 且 
G 和 互 都 是 以 @ 为 运算 的 群 .G 有 生成 元 gg。 …，, 妃 有 生 
成 元 hh, 名， … ee 和 五 仅 丰 单位 元 素 是 公共 的 ， : 具 


ee ev 


POC 1 


能 月 G 和 的 元素 作为 因子 的 来 积 作 记 的 集合 来 构造 直 积 
G X 瓦 。 可 以 指出 ,集合 G X 五 是 一 个 群 ,其 生成 元 是 g1, gi， 
*» hs hs 2 @ 

作为 直 积 的 一 个 例证 ,我 们 将 考虑 有 生成 元 > 和 + 的 “ 城 
市 街道 ? 群 (图 7.8), 有 一 个 仅 由 + 生成 的 无 限 循环 群 ,还 有 一 
个 仅 由 + 生成 的 无 限 循环 群 . 《应 记 住 ,在 这 些 循环 群 的 每 一 
个 中 生成 元 都 没有 关系 可 满足 .) 这 两 个 无 限 循 环 群 除外 再 
无 公 同 的 元 素 。 若 我 们 规定 rf 一 fr (或 "三 一 1), 则 第 
一 个 群 的 每 一 个 元 素 与 第 二 个 群 的 每 一 个 元 素 可 交换 ， 因 而 
生成 元 + 和 上 + 的 集合 生成 直 积 C= X Co 一 Cs. 


直 积 与 定义 关系 
一 般 地 说 , 直 积 G X 及 的 定义 关系 集合 ,包含 直 因 子 群 G 


和 及 的 定义 关系 ， 及 一 个 附加 的 等 价 于 指定 G 的 各 生成 元 与 ” 


巨 的 各 生成 元 可 交换 的 关系 。 附 加 关系 保证 G 的 每 一 个 元 素 
与 也 的 每 一 个 元 素 可 交换 ， 它 是 我 们 在 直 积 的 定义 中 所 需要 
的 。 现 在 我 们 来 考虑 一 个 是 直 积 的 群 ,并 考察 它 的 定义 关系 
为 了 构造 G 一 C, x C;，, 我 们 从 一 个 2 阶 循环 群 开始 ， 
@@ 在 我 们 的 直 积 的 例证 中 , 集 5 将 是 群 。 群 G 和 太 则 是 “ 群 中 群 ?”.。 第 八 章 
将 对 这 样 的 “ 子 群 ? 作 系统 的 讨论 。 
。81 。 


它 是 用 元 素 * 生成 的 ， 且 有 关系 * 二 1; 我 们 有 另 一 个 2 阶 
循环 群 , 它 的 生成 元 是 y 且 有 关系 刀 一 7. 群 G 一 C:xC， 
有 两 个 生成 元 x 和 y, 满足 两 个 关系 x 一 六 一 1。 指定 * 与 
7 可 交换 可 记 为 ryx"'y"! 一 1, 显然 它 等 价 于 xy 二 yx。 所 
以 , G 一 C，X C; 是 用 直 因 子 群 的 定义 关系 


=, y=1 


及 一 个 附加 关系 

xyxzrly 一 了 
定义 的 ， 因 为 zi 一 z* 及 和 一 多 所 以 我 们 能 将 C; x Ci; 的 
定义 关系 写成 


w=], y=1, rxyxy=1, 


即 
it st G22 


但 是 它们 是 D，( 四 群 ， 见 第 76 页 ) 的 定义 关系 ,因此 有 
Ca X C) 一 D,. 

现在 来 考虑 直 积 太一 C，X D，。 假设 C; 是 元 素 * 生成 
的 , 有 关系 2 一 7; 而 D, 是 元 素 y 和 zx 生成 的 , 有 关系 多 一 
一 (yz) 一 1， 为 了 得 到 C，X D, 的 定义 关系 ,我们 还 需 
在 C, 和 D; 的 这 些 关系 外 再 附加 两 个 关系 

xyx ly 一 了 ，xsx-lz-1 一 13 
其 中 的 第 一 个 指定 * 与 ? 可 交换 ,第 二 个 指定 * 与 z 可 交换 . 
因为 所 有 的 生成 元 的 周期 都 为 2, 所 以 我 们 能 将 这 两 个 附加 
关系 写成 . 
(zy 疡 一 7，(xz72 一 7。 
从 而 对 于 C; x D, 的 全 部 定义 关系 集合 如 下 
== = y= (y= (r= 1. 

考虑 图 7.9 中 的 C， x D, 的 图 象 表示 ， 并 观察 这 个 图 象 
的 这 样 的 某 个 部 分 , 当 取 走 其 他 无 关 部 分 时 , 它 能 解释 成 一 个 
群 的 图 象 ， 例 如 , 图 7.10 中 所 示 的 部 分 就 是 四 群 的 图 象 ， 在 
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关于 子 群 的 下 一 章 中 ,我 们 将 指出 “ 群 中 群 * 的 意义 . 


| 1 
| 他 
} Ym | ER 了 | 
| 对 一 | uaeaeoeecee z | | 了 SS 
| 到 | Ti 一 一 一 TI 一 一 一 
I i x 
图 7.9 图 7.10 
练习 19 求 直 积 
(a) G= C; XC 及 (b) H= Cx Cs 
的 定义 关系 集合 及 图 象 ， 


练习 20 利用 凯 莱 图 ,乘法 表 或 生成 元 关系 来 证 明 De 一 
Cz X Dj (一 般 地 说 , 当 太 是 奇 整数 对 ,，Dx 一 C: x DA 都 成 
立 ,) 


练习 21 画 一 个 被 
1 一 六 一 (ap 
所 定义 的 群 的 图 象 。 [提示 : ”如 有 必要 ， 首先 证 明 或 假设 
ambt=1.] 


练习 22 (a) H 是 一 个 群 ,其 生成 元 为 f 和 8g， 其 定义 关 
系 为 二 gg 一 1， 画 出 这 个 群 的 图 象 . 

《b) 回忆 生成 元 为 + 和 定义 关系 为 了 一 (rf 一 1 的 
群 D- ( 见 78 页 ), 证 明 D。 的 定义 关系 的 其 他 集合 是 六 一 
四 一 1, 这 里 g 二 7 
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第 作 章 于 群 


对 某 些 特殊 群 的 内 部 结构 的 研究 、 将 有 助 于 深入 了 解 它 
们 的 一 些 性 质 。 某 些 群 有 一 种 内 部 结构 , 我 们 将 用 “ 子 群 ”这 
个 术语 来 刻 划 它 。“ 子 群 ” 一 词 的 含义 也 就 是 一 个 群 中 的 群 
也 就 是 说 ,如 果 

《A) 集合 互 的 每 一 个 元 素 都 是 群 G 的 一 个 元 素 ， 

〈B) (关于 G 的 二 元 运算 ) 五 是 一 个 群 ， 
则 说 集合 妃 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 这 些 条 件 的 全 部 含义 将 在 以 
下 的 讨论 中 逐步 给 出 。 我 们 从 寻找 并 检验 已 给 群 的 某 些 子 群 
开始 . ， 

让 我 们 考虑 4 阶 循环 群 

C4: 1, es, 0, 0 
并 找 出 它 的 ?2 阶 子 群 。 因 为 子 群 是 群 , 它 必 须 包含 元 素 1, 所 
以 下 列 集 合 都 有 资格 作为 群 C4 中 的 2 阶 子 群 的 候选 者 : 
R={1,4a},S={1,0},T={1,a}. 
首先 我 们 承认 ， 所 有 这 些 集合 都 满足 条 件 (A)， 这 是 因为 这 
些 集 合 的 元 素 都 是 C4 中 的 元 素 . 至 于 条 件 (B) 则 是 有 点 担 
心 的 。 我 们 注意 ,集合 R 包 含 两 个 元 素 , 要 能 构成 一 个 2 阶 子 
- 群 只 要 2 一 1， 然而， 在 C4 的 二 元 运算 下 2 天 1， 因此 

不 是 C4 的 一 个 子 群 。 如 果 我 们 继续 采用 这 种 试探 法 ,我 们 将 
求 得 ,集合 S 是 C4 仅 有 的 一 个 2 阶 子 群 。 我们 应 想 出 一 个 更 
简单 ,更 系统 化 的 试验 方法 . 

为 了 证 明 一 个 集合 在 某 个 二 元 运算 (例如 @) 下 作成 一 个 
群 , 我 们 必须 查 明 群 的 所 有 的 公理 都 成 立 。 如 果 从 一 开始 我 
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们 就 已 知道 一 个 集合 是 一 个 群 的 子 集 ， 则 检验 公理 的 任务 就 
变 得 比较 简单 了 。 为 了 看 清 这 一 点 , 让 我 们 来 查 明定 义 子 群 
的 条 件 (B)， 为 此 我 们 必须 指出 

(i) G 的 群 运算 @@ 限 制 于 互 的 诸 元 素 时 是 五 的 一 个 二 元 

运算 . 

pe bee 车 a hh 是 及 的 元 素 ， 则 有 加 A 在 中 ， 当 群 
(mt 4 re ri i 
须 指出 

《ii) 运算 @ 是 可 结合 的 ， 

( 首 ) 五 的 各 元 素 的 逆 元 素 在 互 中 ， 

(iv) G 的 单位 元 素 在 互 中 ， 

条 件 (ii) 是 自动 成 立 ， 这 是 因为 在 G 中 的 群 运算 是 可 结 
人 条 件 (i) 和 (六) 一 起 可 推 得 条 件 (iv); 例如 , 若 4 是 及 

一 个 元 素 ， 则 根据 (iii) 知 7? ee 再 根据 〈i) 知 


ee ee. 


五 中 . “(六 个 全 是 只 和 全 一 个 条 从 ) 


现在 我 们 将 利用 条 件 (1) 和 (2) 来 确定 Cs 的 子 集 R, 5， 

了 是 否 是 一 个 于 群 。 若 一 个 集合 不 满足 这 些 条 件 中 的 任何 一 
个 , 则 就 不 是 一 个 子 群 .我 们 能 用 考察 这 些 集合 的 乘法 表 来 

验证 封闭 性 .〈 这 时 我 们 心中 应 记 住 。 “一 1 a? 去 1, ee 六 1.) 
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R 集合 5 集合 了 
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aa 
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表 8.1 
只 有 集合 $ 的 乘法 表 关 于 群 的 运算 是 封闭 的 ,也 就 是 说 ,这 个 


是 子 群 ; 由 5 的 乘法 表 一 看 就 知 ,，T 与 T 和 a 与 分别 是 互 
逆 的 , 所 以 , 5 的 每 一 个 元 素 的 逆 元 素 都 在 5S 中 ,因而 Ss 是 C4 
的 一 个 子 群 . 

C4 有 3 阶 子 群 吗 ? 考虑 包含 C4 的 单位 元 素 工 及 其 他 任 
何 二 元 素 的 集合 ;例如 
D= {1,4, 0)}. 
因为 aa 一 ?是 DD 的 乘法 表 中 的 一 个 元 素 , 但 a? 不 是 DD 的 元 
素 , 所 以 这 个 集合 关于 C， 的 二 元 运算 是 不 封闭 的 , 因而 不 是 
一 个 群 。 读者 很 容易 验证 C4 的 3 个 元 素 的 其 他 集合 也 都 不 
满足 条 件 (1), 所 以 C4 没有 任何 3 阶 子 群 . 

每 一 个 群 都 有 两 个 特殊 的 子 群 。 群 G 的 所 有 元 素 组 成 的 
集合 是 G 的 一 个 子 集 , 而 且 在 G 的 二 元 运算 下 是 一 个 群 。 所 
也 满足 条 件 (1) 和 (2), 这 是 因为 1@1 一 1; 所 以 每 一 个 嫩 
都 一个 仅 申 单一 元 来 了 组 成 的 于 避 

不 是 这 两 个 特殊 子 群 的 子 群 叫 真 子 群 ， 通 常 我 们 的 兴趣 
在 于 真子 群 . 


练习 24 设 Ds 是 6 阶 二 面体 群 ,其 元 素 是 


1, a, 4a, b, ba, ba’:, 


其 关系 是 2 一 一 (ba)? 二 1， 


(a) 证 明 {1, 54} 是 Ds 的 子 群 ， 
(b) 求 一 个 3 阶 子 群 ， 
(c) 有 4 阶 子 群 吗 ? 


练习 25 设 C; 是 5 阶 循环 群 , 确定 Cs 的 所 有 真子 群 . 


无 限 子 群 。 让 我 们 来 研究 无 限 循环 群 Cu 的 子 群 ,，C。 的 
生成 元 是 a, Cw 的 元 素 是 
> [ Wm a a 0. 

C。 的 任意 子 群 都 是 循环 群 ,这 是 因为 它 的 每 一 个 元 素 都 是 a 
的 乘 寡 。 首先 我 们 要 问 , C~ 有 任何 有 限 真 子 群 吗 ? 考虑 子 集 
54 = {1, a, a?, 0}， 

初 看 起 来 ， 似 乎 54 与 47 页 讨论 过 的 循环 群 C4 是 相同 的 ， 然 
而 在 Co 的 群 运 算 下 , 在 8 中 必 关 1 因此 8, 不 是 群 Cl， 因 
为 “的 所 有 寡 次 在 Ce 中 都 是 不 同 的 ， 所 以 54 在 C- 的 群 运 
算 下 是 不 封闭 的 ; a0 一 6 就 不 在 5 中 .所 以 54 不 是 

Ce 有 TN 集合 

D = {.. We Ws WW 0.) 

是 用 C。 的 生成 元 4 的 侦 次 罕 组 成 的 ， 因为 任意 两 个 a 的 偶 
次 寡 的 乘积 还 是 “的 偶 次 宕 ,所 以 关于 封闭 性 的 条 件 〈1) 是 
满足 的 .为 了 验证 条 件 (2), 观察 a* 的 逆 元 素 , 是 a-*, 它 是 
DD 中 的 元 素 , 所 以 也是 C 的 子 群 。 D 本身 是 用 ?生成 的 无 
限 循环 群 。C- 还 有 用 ,用 “等 等 生成 的 子 群 . 所 以 C 
有 下 限 杀 个 训 于 登 ， 它 们 的 年 一 个 者 时 一 个 限 第 下 必 

用 普通 加 法 作 二 元 运算 的 \ 所 有 整数 的 无 限 循环 群 N, 是 
我 们 非常 熟悉 的 .在 这 个 群 中 : 

群 元 素 一 一 整数 ( 正 整 数 , 负 整数 及 0)， 
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类 运算 一 一 普通 加 法 ， 

单位 元 素 一 一 0， 

4 的 逆 元 素 - —a, 

生成 元 一 一 1 (或 它 的 逆 元 素 , 一 1). 
我 们 称 这 个 群 为 (整数 ) 加 法 循环 群 . 

所 有 偶数 的 集合 巨 是 YX 的 一 个 子 群 吗 ?我 们 来 检验 两 个 
条 件 : 

(1) 封闭 性 : 任意 两 个 偶数 的 和 是 假 数 ， 

(2) 逆 元 素 : 任意 偶数 不 的 逆 元 素 是 一 4, 它 还 是 偶数 ， 
由 于 这 两 个 条 件 都 满足 ， 所 以 所 有 偶数 作成 整数 加 法 循环 群 
的 一 个 子 群 . 

所 有 奇数 的 集合 0 是 Y 的 一 个 子 群 吗 ? 任意 两 个 奇数 之 
和 为 偶数 的 事实 证 明 , 这 个 集合 在 加 法 下 是 不 封闭 的 ,所 以 奇 
数 集 0 不 是 一 个 群 . 


练习 26 证 明 

(a) 所 有 3 的 倍数 的 集合 作成 整数 加 法 循环 群 的 一 个 子 
群 ; 

《b) 所 有 = (2” 是 任意 整数 ) 的 倍数 的 集合 作成 加 法 循环 
群 的 一 个 子 群 . 


练习 27 证 明 , 若 R 和 5 是 G 的 两 个 子 群 , 则 R 和 3 的 
所 有 公共 元 素 的 集合 是 一 个 群 (因而 是 G 的 一 个 子 群 ). 


练习 28 证明 

(a) 所 有 复数 。 十 埃 (e 和 如 是 整数 ) 的 集合 在 加 法 运算 
下 作成 一 个 群 ; 

kb) 当 * 和 s 是 偶数 时 。 所 有 形 如 + + is 的 复数 的 集 
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合 是 (a) 中 的 加 法 群 的 一 个 子 群 . 


子 群 的 阶 ” 我 们 知道 , “素数 ”是 大 于 1 的、 除 它 自 己 和 1 
外 再 无 其 他 正 基 子 的 整数 。 有 趣 的 是 , 有 些 群 也 有 类 似 的 性 
质 , 即 除 它 自 己 及 仅 包 含 单位 元 素 工 的 两 个 子 群 外 ,这 些 群 再 
无 其 他 的 真子 群 . 事实 上 , 当 且 仅 当 某 有 限 群 的 阶 是 素数 时 ， 
这 群 才 没 有 真子 群 。 这 个 断言 的 一 部 分 (“ 当 ” 部 分 ) 是 一 个 更 
一 般 的 《指定 有 限 群 的 阶 与 它 的 任意 子 群 的 阶 之 间 的 数值 关 
系 的 ) 定 理 的 推论 。 这 个 定理 (是 1771 年 拉 格 朗 日 @ 并 述 的 ) 
将 在 下 面 讨论 ， - 

拉 格 朗 日 是 动力 学 领域 中 数学 物理 的 伟大 先驱 者 之 一 ， 
时 至 今日 ,人 们 仍 用 他 的 名 字 〈Lagrange) 的 第 一 个 字母 “L” 
来 表示 动力 学 中 的 基本 函数 , 以 纪念 他 的 贡献 。 他 在 发 展 群 
论 以 及 在 解 代数 方程 上 的 应 用 等 方面 的 工作 ， 也 使 人 们 难以 
忘怀 . “ 拉 格 朗 日 预 解 式 后 来 被 伽 罗 华 Galois) 开创 性 地 应 
用 群 论 来 对 代数 方程 的 可 解 性 进行 研究 ， 现 在 我 们 回 到 关于 
有 限 群 的 子 群 的 阶 的 拉 格 朗 日 定理 的 讨论 . 


拉 格 朗 日 定理 “有限 群 的 阶 是 其 任意 子 群 的 阶 的 倍数 。 
这 个 定理 断言 ， 若 8 是 群 C 的 阶 , 而 4 是 G 的 子 群 玉 的 
阶 , 则 8 一 a4, 这 里 * 是 整数 
LE 2 2 “og 
中 的 一 个 。 在 特殊 子 群 G 及 I 的 情况 下 , 分 别 有 > 一 工 及 
?一 g。 车 甩 是 此 外 的 真子 群 , 则 * 是 整数 


@ 约瑟夫- 路易斯 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) 创立 了 解决 力学 问题 的 强 有 力 
的 数学 方法 , 在 他 的 解析 力学 论文 中 他 以 不 用 图 形 而 自 豪 . 他 由 于 在 与 
月 球 运动 有 关 的 三 体 问题 中 应 用 他 的 方法 而 对 天 文学 有 所 贡献 。 寻找 求 
解 代数 方程 的 一 般 方法 的 兴趣 ， 使 他 成 为 看 出 群 概念 与 方程 的 解 之 间 的 
联系 的 第 一 个 人 . 
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2,. 3, .8 一 1 
中 的 一 个 . 

在 证 明 这 个 定理 时 。 我 们 将 利用 障 集 的 枫 念 ， 它 是 某 些 
群 元 素 的 集合 ， 障 集 这 个 概念 在 群 论 中 是 一 个 重要 工具 。 以 
下 的 简单 引言 将 直接 引出 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 ， 


群 的 陪 集 ” 设 甩 是 群 G 的 一 个 子 群 。 为 了 表述 的 方便 ， 

假设 互 仅 有 4 个 (不 同 的) 元 素 : . 
H= {1, h, h, ha}. 

假设 是 G 的 元 素 但 不 是 互 的 元 素 , 考 虑 集合 
3 H; = {6, bh, bhy, bh3}, 
Hs 是 用 6。 左 乘 再 的 各 元 素 得 到 的 (我 们 指定 左 乘 只 是 为 了 确 
定 起 见 )。 可 以 断言 

(i) 集合 Hs 的 所 有 的 元 素 是 不 同 的 ; 

《iD 瑟 与 Hs 没有 公共 的 元 素 . 

为 了 证 明 Qi), 假设 (例如 ) bh 一 6hs, 在 两 边 同时 左 乘 
6b”!, 则 得 


有 


bbh = bbhy BN 大 一 如。 

这 与 妃 的 4 个 元 素 是 不 同 的 假设 矛盾 . 

为 了 证 明 (iD, 考虑 互 的 某 元 素 与 妃 的 某 元 素 相等 的 可 
能 性 ;例如 假设 一 bhh, 则 用 扩 ! 右 乘 两 边 而 有 

hahi! = bhhi! = b, 

因为 互 是 群 ,所 以 元 素 hh 且 '( 即 5) 应 在 互 中 ， 但 根据 假设 
不 在 H 中 .所 以 及 与 Hs 有 公共 元 素 的 假设 引出 了 矛盾 。 

所 以 G 由 8 个 元 素 构成 , 4 个 在 

Ho={1,h, h, hs} (G 的 一 个 子 群 ) 
中 ,其 他 4 个 在 
日 , 一 {5, bh, bha, bhs}《G 的 元 素 的 集合 ) 


mY 


中 。 我 们 称 H, 是 群 G 的 关于 子 群 电 的 左 陪 集 , 记 作 
BH = {5, bhi, bha, bhs}. 
子 群 马 也 是 它 自己 的 一 个 陪 集 , 这 是 因为 
H= 1H= {1, 1h, Ih, 1h3} = {1, hs ha, ha}. 
车 c 是 G 的 元 素 , 但 不 是 互 和 Hs 的 元 素 , 则 我 们 能 用 。 得 到 
关于 五 的 另 一 个 陪 集 : 
cH={c, ch, ch,, cha}. 
我 们 知道 , 陪 集 ce 及 的 元 素 是 不 同 的 , 而 且 H 与 cH 没有 公共 
元 素 。 我 们 可 以 断言 , cH 的 元 素 与 5 及 的 元 素 是 不 同 的 。 这 
个 断言 的 证 明 是 练习 29 的 解 的 一 部 分 . 所 以 G 恰 有 12 个 元 
素 , 组 成 3 个 左 陪 集 
H= {1, h, ha, hs}, 
sbH = {6, bhis bhas bhs}, cH = {cs ch, ch chs}, 
若 构 成 群 G 的 元 素 恰 有 12 个 , 则 我 们 可 将 它们 分 解 成 互 
不 相交 的 集合 ， 我 们 用 
G=HUsHUcH 
来 表示 C 是 这 些 陪 集 的 并 集 @ 这 个 事实 
若 G 的 元 素 多 于 12 个 , 设 4 是 不 包含 在 HUbHU cH 中 
的 任意 一 个 元 素 ,并 作成 另 一 个 左 陪 集 
aH = {d, dh, dhs, dhs}. 
4dH 的 所 有 的 元 素 是 不 同 的 , 练习 29 的 解 指出 , 48 与 上 述 诸 
陪 集 的 每 一 个 都 没有 公共 元 素 。 所 以 我 们 有 16 个 不 同 元 素 
构成 G 的 元 素 ,它们 组 成 4 个 左 陪 集 ,每 个 4 个 如果 G 只 有 
这 16 个 元 素 , 则 我 们 能 记 为 
G=HUbHUcHUaH. 


@ 两 个 或 更 多 个 集合 的 并 集 , 是 原来 这 些 集合 的 所 有 元 素 (共同 的 元 素 只 取 
一 次 ) 组 成 的 集合 . 
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现在 划分 是 清楚 的 。 从 阶 为 4 的 特殊 子 群 召 开始 , 我 们 
能 用 这 个 子 群 外 的 一 个 元 素 作成 左 陪 集 bs， 它 有 4% 个 不 
同 元 素 ; 这 个 左 陪 集 与 子 群 态 合 在 一 起 共有 G 的 24 个 不 同 元 
素 . 若 有 一 个 元 素 〈 例 如 <) 尚未 计 入 , 则 我 们 可 作 另 一 个 左 
陪 集 cH, 因 而 总 共计 入 的 G 的 不 同 元 素 共有 34 个 .每 次 有 G 
的 (不 在 作成 的 诸 陪 集中 的 ) 一 个 元 素 , 就 可 作成 一 个 新 的 ( 附 
加 4 个 不 同 元 素 的 ) 左 陪 集 。 用 这 样 的 程序 ,每 一 步 都 增加 
个 不 同 的 元 素 ,因为 是 有 限 阶 的 群 ,我 们 必然 在 某 一 步 最 终 
用 完 G 的 所 有 的 元 素 .。 若 作 成 关于 五 的 * 个 左 陪 集 以 后 ,，G 
的 所 有 元 素 全 部 用 完 , 则 我 们 将 G 分 解 成 (每 个 都 是 4 个 元 素 
的 ) > 个 左 陪 集 : 

G= HU2bHUcHU:**URH 
每 个 都 是 个 元 素 的 # 个 左 陪 集 . 


ee» 


示 即 g 一 nh。 
在 群 用 (关于 子 群 的 ) 陪 集 概念 表示 的 过 程 中 ， 拉 格 朗 日 
定理 作为 副产品 被 证 明了 . 


练习 29 假设 rH 入 是 群 G 关 于 子 属 及 的 两 个 左 陪 
集 。 证 明 rH 与 sH 不 是 没有 公共 元 素 就 是 所 有 元 素 都 是 公 
共 的 。 
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左 陪 集 与 右 陪 集 的 差别 ” 拉 格 朗 日 定理 的 上 述 证 明 是 利 
用 左 陪 集 进行 的 . 如 果 我 们 利用 右 陪 集 进行 证 明 , 基本 做 法 
保持 不 变 。 其 次 我 们 要 问 , 关于 同一 个 子 群 的 左 陪 集 和 右 陪 
集 ,一 般 地 说 是 否 是 相同 的 ? 如 果 不 同 ,我 们 是 否 可 要 求 任意 
一 个 左 陪 集 ( 例 如 5 弓 ) 将 恰好 与 菜 个 右 陪 集 (例如 2 
的 元 素 ? 
考虑 6 阶 二 面体 群 D;( 见 图 8.1)。 Ds 9 子 群 是 2 
阶 循环 以 : 时 
H: {1,5}. 
我 们 将 作 Ps 的 关于 如 的 左 陪 集 和 右 陪 集 . (注意 由 图 象 看 到 
a 一 ba 及 ba?= abby 
左 陪 集 右 陪 集 
H={1;6} 一 H={1, 65} 
a = {a, ap 和 Ha = {a, ba} 
aH= {a, ab}= {@, ba} He: = {a:, ba'} = {a?, ab} 
注意 ,在 两 种 分 解 中 除了 已 以 外 ,没有 两 个 陪 集 是 相同 的 ， 陪 


。 集 a 与 Ha 和 Ha? 都 不 相同 ,而 且 eH 也 是 如 此 .我 们 有 二 


面体 群 D3 的 两 个 不 同 的 分 解 ， 分 别 分 解 成 左 陪 集 和 右 陪 集 , 
我 们 即 可 将 Ds 表示 成 (关于 五 的 ) 左 陪 集 的 并 集 : 
Ds = HUaHUa'H, 
也 可 以 将 Da 表示 成 (关于 互 的 ) 右 陪 集 的 并 集 : 
5 D; 一 已 HUHa UHa. | 


CD 


无 限 陪 集 我 们 已 经 看 到 ,所 有 整数 的 集 N 用 加 法 作 二 
元 运算 时 构成 一 个 群 (加 法 循环 群 )、 所 有 侦 数 的 集合 E 是 它 
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的 一 个 子 群 ( 88 页 )， 我 们 可 以 将 N 表示 成 关于 子 集 5 的 陪 
集 的 并 集 。 做 法 与 上 述 陪 集 的 例子 类 似 , 设 。 是 不 在 E 中 的 
一 个 元 素 ， 即 设 。 是 一 个 奇数 ,考虑 用 奇数 4 左 “ 乘 *( 这 时 是 
左 加 ) E 中 的 诸 元 素 得 到 的 集合 aE。 若 巨 的 元 闲 是 co cz 
63，““*， 则 集合 aE 的 元 素 是 
ate, ot+e, 0 十 cs ……。 
因为 一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 是 奇数 ， 又 因为 每 一 奇数 都 可 
以 写成 特殊 的 奇数 4 与 某 个 偶数 的 和 ， 所 以 陪 集 aE 是 所 有 
奇数 集 0, 而 且 不 论 4 选 什么 特殊 的 奇数 ， 陪 集 oF 都 与 集合 
0 重合 .显然 陪 集 互 和 集合 2 正好 用 完 集合 N, 所 以 我 们 能 写 
N 一 EUz， 


即 
和 人 一 02 人 一 3 1, 3, °°}. 


(注意 ,因为 群 六 是 可 交换 的 ,其 左 陪 集 与 右 陪 集 是 恒 等 的 ,所 
以 Ea 也 是 集合 0.) 
子 群 E 是 所 有 2 的 倍数 的 集合 ;而 陪 集 aB 是 所 有 除 2 余 
1 的 整数 的 集合 。 能 找到 入 的 关于 所 有 3 的 倍数 的 子 群 了 的 
陪 集 的 类 似 范 型 ， 关 于 工 的 陪 集 是 
T={., —6, —3, 0, 3, 6, .+} 
二 { 除 3 余 0 的 所 有 整数 }， 
aT = {5, —2, 1, 4, 7, 75+} 
二 { 除 3 余 1 的 所 有 整数 }， 
bT = {4, —1, 2,5, 8, +.} 
二 { 除 3 余 2 的 所 有 整数 } ， 
其 中 , a 是 形 如 3 十 1 的 整数 , 而 5 是 形 如 3 十 2 的 整数 。 
所 以 
N=TUaTUsoT 


是 入 的 关于 子 群 了 的 陪 集 表 示 . 


练习 30 ”假设 >] 和 <cJ] 是 群 工 关于 子 群 / 的 两 个 陪 集 ， 
证 明 
(a) 若 。 是 陪 集 >] 的 任意 一 个 元 素 , 则 
陪 集 c] 一 陪 集 "-J， 
(b) 当 且 仅 当 re 是 了 的 元 素 时 才 有 
陪 集 c] 一 陪 集 "J。 


练习 31 证 明 , 若 
JUTUJIU…UO7 
是 群 工 的 关于 子 群 7 的 左 陪 集 表示 , 则 
Lo TU UU UI 
是 群 工 的 一 个 右 陪 集 表示 . 


练习 32 6 阶 二 面 群 Di 的 关于 子 群 K 一 {1, a, a?} 的 
左 陪 集 和 右 陪 集 ， 


拉 格 朗 日 定理 的 某 些 结果 ”我们 现在 指出 关于 子 群 的 阶 
的 拉 格 朗 日 定理 的 某 些 容易 得 到 的 推论 ， 首 先 有 
定理 4 若 群 G 的 阶 是 素数 , 则 
(1) G 没 有 真子 群 ; 
(2) G 是 一 个 循环 群 . 
断言 (1) 由 拉 格 朗 日 定理 及 素数 的 定义 立即 推 得. 为 了 
证 明 (2), 我 们 用 * 表示 素数 阶 ? 的 群 G 的 不 是 I 的 任意 其 
他 元 素 ， 若 * 的 周期 是 x, 则 ?二 1, 且 ” > 1, 集合 
H={1,r, 7 7} (2 一 1 二 0) 
构成 G 中 一 个 # 阶 循环 群 ( 见 练习 33), 所 以 及 是 给 定 的 素数 
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阶 也 的 群 G 的 一 个 子 群 。 根据 拉 格 朗 日 定理 。 它 的 阶 = 是 ? 
的 一 个 因子 。 因 为 六 1, 所 以 必 有 "一 ,因此 太 是 p 阶 于 
群 ,所 以 也 是 给 定 的 群 ,这 就 证 明了 (2). 

我 们 必须 认识 到 , 拉 格 朗 日 定理 仅 指出 ,车 群 G 的 子 群 玉 
存在 , 则 G 的 阶 必 是 囊 的 阶 的 倍数 。 拉 格 朗 日 定理 的 逆 定 理 
是 否 为 真 的 问题 ,对 我 们 来 说 暂时 还 是 一 个 未 解决 的 问题 . 当 
4 是 的 倍数 时 ，z# 阶 妖 必 包含 k 阶 子 群 外 ? 等 到 后 面 研究 
12 阶 四 面体 群 的 时 候 再 回答 这 个 问题 . 

在 下 列 几 个 练习 中 将 引出 拉 格 朗 日 定理 的 一 个 有 趣 的 推 
论 。 读者 做 完 这 些 练习 后 将 得 到 费 马 (Fermat) 小 定理 的 证 
明 ,这 个 定理 在 数论 中 是 很 有 名 的 . 


练习 33 (a) 若 群 G 的 一 元 素 。 的 周期 为 >， 则 H = 
{1,a, 7,*…, a”!} 是 G 的 一 个 循环 子 群 。 

(b) 有 限 群 的 任意 元 素 的 周期 与 这 个 群 的 阶 之 间 有 什么 
关系 ? 


练习 34 考虑 用 1, 2, …, p 一 1 作 元 素 的 (p 是 素数 )、 
用 模 p 乘法 作 二 元 运算 的 ?一 1 阶 “ 剩 余 类 ” 群 ( 见 24 页 ). 对 
于 我 们 集合 中 的 任意 2 个 整数 x 和 y, 有 我 们 集合 中 的 一 个 
整数 +, 使 得 xy 与 + 被 除 后 有 相同 的 余数 , 即 有 

xy 宇 + (modp). 

显然 ,这 个 有 限 “ 剩 余 类 ? 群 的 每 一 个 元 素 都 是 有 限 周 期 的 , 假 
设 8 是 周期 为 ”的 一 个 元 素 ， 

(a) 证 明 g" 一 1 是 ?的 倍数 , 即 证 明 

8"—1=0 (modp); 

、 (b) 利用 拉 格 朗 日 定理 证 明 ge 一 1 是 的 倍数 ， 即 证 
明 ( 见 练习 33) 
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St 一 1 反 0 (modp)., 


练习 35 ”假设 a 是 素数 ?的 倍数 ; 即 有 a = 0(modz)， 
则 af 和 a? 一 a 都 是 的 倍数 , 即 有 a? 宇 a? 一 a 二 0(modp). 
证 明 即 使 正 整 数 a 不 是 ? 的 倍数 , 就 是 说 即使 a 兰 0Cmod p)， 
a? 一 a 也 是 ?的 倍数 . [提示 : 应 用 练习 34 的 结果 证 明 
a(ar! 一 1) 三 0(modp), 即 a? 一 4 三 0Cmodp).] 这 个 练习 
的 解 证 明了 费 马 小 定理 : 若是 一 个 素数 ， 而 4 是 任意 正 整 
数 , 则 a? 一 “是 ?的 售 数 . 

练习 36 若 * 和 2 是 群 G 的 两 个 元 素 ,证 明 

” (a) a5 的 周期 等 于 ba 的 周期 ; 

(b) 车 a6 = ba, 则 ob 的 周期 是 a 的 周期 与 5 的 周期 的 
乘积 的 因子 ; 

(c) 若 o 一 ba, m 是 a 的 后 期 ,x 是 5 的 周期 , 则 ab 的 
周期 恰好 是 mn, 且 m 与 # 互 素 ( 即 m 与 # 没 有 1 以 外 的 公 因 
子 )。 
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第 九 章 映 射 


群 的 概念 与 映射 (或 映射 集合 ) 的 概念 关系 非常 密切 ， 现 
在 我 们 通过 考虑 一 些 简单 例子 来 引进 这 个 概念 〈 它 已 是 大 部 
分 现代 数学 中 的 基本 概念 ). 

“上 映射 ”一 词 的 通常 含义 是 “ 作 某 物 的 映 象 >， 作 为 数学 的 
一 个 术语 ,映射 ?的 含义 并 未 远离 这 个 通常 意义 ,这 在 数学 中 
还 是 不 多 见 的 ， 与 此 相反 ,通常 的 情况 是 ,借用 的 词 将 给 一 个 
特殊 的 数学 意义 , 与 原来 的 意义 相差 甚 远 ， 例如, 群 , 域 , 环 
等 ,都 是 如 此 ， 

映射 的 数学 概念 是 通常 的 城市 地 图 的 概念 的 一 种 很 自然 
的 抽象 . 事实 上 , 这 样 的 地 图 是 原来 的 对 象 (城市 ) 在 一 张 纸 
上 的 这 样 一 种 表示 方法 ， 原 来 对 象 (城市 ) 的 每 一 点 在 纸 上 有 
对 应 的 一 个 ( 且 仅 有 一 个 ) 点 。 在 各 数学 分 支 中 , 映射 的 数学 
概念 从 不 偏离 原来 的 元 素 与 映 象 的 元 素 之 间 的 对 应 性 这 个 基 
本 概念 

我 们 想到 的 映射 的 一 种 简单 情况 是 ， 映 象 是 由 有 限 个 元 
素 组 成 的 集合 , 我 们 从 这 种 简单 情况 开始 。 假设 我 们 有 3 个 
元 素 组 成 的 集合 X 一 {4,5, <} 和 了 一 {r,s, +}， 我 们 能 用 


-- 各 种 方法 将 这 两 个 集合 的 元 素 配 对 ,例如 


aa br 

人 s 中。 
这 里 ,元 素 间 的 对 应 是 用 一 个 在 另 一 个 的 上 面 来 表示 的 ,每 一 
个 下 面 的 元 素 与 它 上 面 的 元 素 相对 应 ， 这 种 对 应 性 是 一 个 集 
合 X 到 另 一 个 集合 Y 上 的 映射 的 一 个 例子 .一 般 地 ,由 集合 X 
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到 集合 Y 的 映射 是 这 样 定义 的 ， 对 集合 x 的 每 一 个 元 素 恰 有 
集合 Y 的 一 个 元 素 与 之 对 应 

象 上 面 那 样 的 X 到 Y 上 的 特殊 的 映射 ， 可 用 如 下 一 些 不 
同方 式 表示 (写成 两 行 ,外 加 圆 括号 ): 

24 有 c GCC 6 CC 4 
(， s ,) 或 (， : ,) 或 (， t ) 

它们 都 表示 X 到 Y 上 的 同一 个 映射 这 是 因为 在 每 一 种 表示 
中 , 集 X 的 每 一 个 元 素 都 对 应 于 集 Y 的 相同 的 特殊 元 素 ,。 总 
是 映 为 ,5。 映 为 s,c 映 为 1. 

然而 还 有 X 到 Y 上 的 实质 上 不 同 的 其 他 映射 ,例如 

站 
( rr ) 

这 个 映射 不 同 于 前 者 ,这 是 因为 ,虽然 集 X 的 元 素 。 仍 映 到 集 
Y 的 * 上 ,但 “已 是 映 到 * 上 而 不 是 (前 一 映射 的 ) > 上 . 

与 (一 集合 到 另 一 集合 上 的 ) 映 射 概念 有 关 的 词汇 及 符号 
是 各 式 各 样 的 。 我 们 将 需要 其 中 的 某 些 术语 和 符号 , 现在 我 
们 就 来 引进 它们 ,希望 读者 通过 这 一 章 将 逐步 掌握 它们 ， 

已 介绍 的 “两 行 - 圆 括号 ?只 是 映射 的 一 种 表示 法 ,其 他 的 
表示 法 在 本 节 中 也 出 现 过 .再 看 33 页 的 关于 群 的 二 元 运算 


射 , 对 群 的 每 一 个 有 序 元 素 对 > 和 :, 有 群 的 唯一 的 元 素 : 与 
其 对 应 ,使 得 
(r, 2) 一 人 

在 这 种 方法 中 , 群 元 素 的 有 序 对 的 集合 映 到 这 个 群 上 ， 群 乘 
法 表 刻 划 这 映射 ,所 有 对 (+, s) 中 的 第 一 个 元 素 写 在 第 一 列 
中 ,第 二 个 元 素 写 在 顶 上 一 行 中 ,在 这 个 映射 下 的 (>, 9) 的 象 
写 在 这 个 表 中 适当 的 地 方 . 

当 有 一 个 由 集合 X 到 集合 Y 的 映射 时 ,我 们 记 为 XY. 
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我 们 也 利用 箭头 表示 个 别 元 素 间 的 对 应 ; 在 我 们 的 第 一 个 人 
子 中 的 瞻 射 可 记 为 : -> r,6 -sc 一 4 在 这 个 映射 下 ， 
芭 的 元 素 “ 对 应 于 Y 的 元 素 ,这 个 + 叫做 “的 象 ; 类 似 地 ， 
:是 5 的 象 , : 是。 的 象 ， 集 合 Xx 叫做 这 个 映射 的 定义 域 ,x 
的 所 有 元 素 的 象 (是 Y 的 元 素 ) 的 集合 ,叫做 这 个 映射 的 什 域 ， 
也 叫做 xX 的 象 

在 本 书 中 ,我 们 将 主要 涉及 这 样 一 类 特殊 的 映射 ,在 这 种 
映射 中 了 的 每 一 元 素 都 至 少 是 X 的 一 个 元 素 的 象 , 也 就 是 说 ， 


Y 上 ). 上 面 给 出 的 几 个 例子 都 是 集合 X 映 到 集合 Y 上 的 . 现 
在 我 们 考虑 由 X 到 Y 的 映射 
abrc 
Ni ( 广泛 ): 
我 们 看 到 ,是 一 个 映射 ,这 是 因为 X 的 每 一 个 元 素 都 分 别 对 
应 于 Y 的 一 个 元 素 . 但 X 不 是 映 到 Y 上 ， 因 为 Y 的 元 素 :不 
是 X 的 任何 元 素 的 象 
” 由 集合 X 到 集合 Y 的 映射 也 常常 用 一 个 符号 (例如 力 来 
表示 , 记 为 
f: X—Y. 
在 这 种 表示 法 中 , f(a) 一 > 的 含义 即 a 一 +, 也 就 是 。 的 象 
是 +， 类 似 地 , s 和 < 的 象 分 别 是 1(2) ==s, fc) 一 + 
映射 的 概念 也 隐 含 在 初等 解析 几何 中 ， 当 我 们 构造 一 个 
二 元 方程 的 图 象 时 就 隐 含 地 利用 了 一 集合 到 另 一 集合 的 映射 
概念 ， 例 如 ,考虑 方程 | 
一 2xz 十 1 
和 它 的 图 象 ( 见 图 9.1). 这 个 方程 刻 划 了 一 个 由 X- 轴 到 Y- 轴 
上 的 映射 ,这 是 因为 X- 轴 是 这 个 映射 的 定义 域 ,而 整个 Y- 轴 
是 其 值 域 (或 像 集合 )。 这 个 映射 可 以 表示 成 
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fx 一 》 或 fx) = y; 
这 个 表示 法 含义 是 。z 的 象 
是 y, 其 中 y 一 2x 十 1 或 
f(x) 一 2x 十 1。 对 X- 轴 的 
每 一 个 点 ,方程 y 二 2x 十 1 
恰 对 应 于 Y- 轴 上 的 一 点 ;也 
就 是 每 一 个 实数 恰 对 应 于 
实数 作为 它 的 象 。 例如 ， 
xz 一 1 肌 到 2.1+1 一 3 上 。 
除 一 集合 到 另 一 集合 上 

的 映 象 外 ， 也 能 将 一 集合 映 a 
到 它 自己 上 ， 考 虑 集合 X: {a, 5。c}, X 到 它 自己 上 的 一 种 


映射 是 
GD ec 
( 已 4G 5 ); 

这 个 映射 将 X 的 每 一 个 元 素 都 恰好 对 应 于 X 的 一 个 元 素 ， 这 、 
个 映射 的 定义 域 与 其 值 域 是 重合 的 。 设 用 MM 来 表示 这 个 映 
射 . 

现在 假设 a, 5, < 是 等 边 三 角形 的 顶点 , 则 这 个 映射 这 个 
三 角形 以 过 顶点 < 的 高 为 轴 所 作 的 翻转 ,两 个 相继 翻转 是 “ 映 
射 M 后 再 作 一 个 映射 M”, 两 个 相继 映射 可 以 表示 成 一 个 映 
射 . 

我 们 首先 要 问 “ 映 射 M 后 再 作 一 个 映射 M” 的 含义 是 什 
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么 ? 即 
a be G be 
w=(s i) a 2)-，? 
前 面 说 过 ， 一 个 映射 可 以 写成 各 种 两 行 - 圆 括号 形式 ;例如 M 
可 以 写成 必 


b asc 
(, 五 ~) 
注意 这 个 括号 中 的 上 面 一 行 与 M 的 原来 表示 的 下 面 一 行 是 相 
同 的 。 于 是 上 面 的 问题 又 可 写成 


入 :和 了 brerc 
” =-(， a Lt b “)-? 
在 第 一 个 括号 中 我 们 有 a -> 5， 在 第 二 个 括号 中 跟随 的 是 
2 一 “，, 所 以 净 效果 是 a 一 a, 也 就 是 a 映 到 它 自己 .类似 地 ， 


4 一 “并 眼 随 a。 一 5b 的 净 效 果 是 4 一 5b; 最 后 c 一。 跟随 
“一 上 的 净 效 果 是 c。 一 <。 因此 我 们 有 


4b a bre abrc 
Mn(， a :)(， a 动人 (5 b sD 
所 以 “M 眼 随 M” 是 一 个 将 每 个 元 素 变 为 它 自己 的 映射 , 具 
有 这 种 性 质 的 映射 叫做 恒 等 映 射 , 用 7 表示 . 
回 到 映射 M 的 几何 解释 时 ， 我 们 看 到 M? 意 味 着 绕 过 < 


的 高 作 两 次 连续 的 翻转 ， 其 结果 这 个 三 角形 返回 到 它 的 原来 
位 置 ( 见 图 9.3). 


恒 等 映 射 的 另 一 个 例子 是 方程 
一 zx 或 (x) 一 x， 
这 个 方程 的 图 象 (图 9.4) 指 出 ,每 一 个 数 都 映 到 它 自己 . 


作为 群 元 素 的 映射 ”一 个 映射 能 作为 一 个 映射 集合 中 的 
一 个 元 素来 考虑 ,进一步 ,有 一 
个 恒 等 映 射 7， 而 且 我 们 将 看 
到 ， 两 个 映射 的 相继 是 一 个 映 
射 。 因 此 ,可 以 断言 ,映射 能 作 
为 一 个 群 的 元 素 ， 事 实 上 ,我 


eee 


为 了 证 明 映 射 集合 构成 一 
群 , 除 验 证 是 否 符合 群 公理 外 ， 
别 无 他 法 。 以 前 我 们 已 这 样 做 过 多 次 , 所 以 其 一 般 程序 我 们 
是 非常 熟悉 的 。 然而 映射 能 用 复杂 的 方式 重新 组 合集 合 元 
素 , 我 们 应 用 有 限 经 验 着 手 验 证 时 ,应 小 心 仔细 点 。 

我 们 将 首先 证 明 " 跟 随 ?( 或 相继 ) 是 任意 给 定 的 集合 S 到 
它 自 己 上 的 映射 的 集合 上 的 二 元 运算 . 


图 9.4 


(1) 三 元 运算 : 我 们 必须 证 明 ,着 M, 和 M; 是 集合 S 到 
它 自己 上 的 两 个 映射 ， 则 乘积 MM 也 是 这 样 的 映射 ， 我们 
可 将 M, 和 M2 简略 地 表示 成 


其 中 a, 5, c,*… 是 给 定 集合 5 的 元 素 。 这 第 一 个 映射 Mi 将 
元 素 。 映 到 元 素 6, 即 。 ->5, 这 第 二 个 映射 M; 又 将 5 映 到 


*。103， 


< 即 2 一 <。 所 以 MiM, 的 净 效 果 是 a 一 c, 因而 MM; 是 
5 的 一 个 映射 。 读 者 可 用 如 下 方法 证 明 M1M; 是 映 上 的 : 若 
?7 是 5 的 任意 元 素 , 则 在 映射 MiM; 下 ,存在 5 的 一 个 元 素 * 
使 得 zx 一 y。 


(2) 结合 性 : 初 看 起 来 ， 似 乎 我 们 的 二 元 运算 相继 一 定 
是 可 结合 的 。 然而 因为 在 每 次 映射 下 , 原来 的 集合 都 是 重新 
改组 的 ， 在 这 样 的 条 件 下 ， 映 射 的 相继 的 可 结合 性 不 是 显然 
的 。 因 此 我 们 在 这 一 点 上 应 小 心 进行 . 

我 们 想 要 证 明 ， 对 集合 5 到 它 自 己 上 的 任意 3 个 映射 
Mi, M，, 和 Ms 都 有 

(Mi.M3) M3 Mi(CM2M3). 

若 * 是 $ 的 任意 元 素 , 则 M, 将 * 映 到 S 的 某 个 元 素 )， 因 为 
映射 M; 和 Ms 也 把 5 的 每 一 个 元 素 分 别 映 到 5 的 某 一 个 元 
素 ,所 以 在 3 中 存在 元 素 x* 和 w, 使 得 


Mi:x—> ys, My:y 一 5，Ma:z Ww. 


` 所 以 (M1,M3) Ms 的 意义 是 * 一 xz 后 再 z 习 w, 即 x 一 w; 而 


Mi(M2Ms) 的 意义 是 x 一 ? 后 再 yw， 即 x 习 w。， 所 以 
(MiMi1)Ms 及 Mi(M2M3) 都 是 将 x* 映 到 Ss 的 同一 个 元 素 上 . 


` 这 就 证 明了 可 结合 性 ， 


(3) 单位 元 素 : 在 恒 等 映 射 下 , 我们 集合 中 的 每 一 个 元 
素 都 对 应 于 它 自 己 ; 即 


a 8 CE 。。 
In(。 6 cc 二 

显然 ,对 于 “接着 ”这 种 二 元 运算 ,这 个 映射 是 单位 元 素 : 
MI=IM=M. 


(4) 北 元 素 : 考虑 映射 
uv- 5 ); 
它 的 逆 映 射 ( 记 为 M-D 必 须 将 M 的 值 域 的 每 一 个 元 素 返 回 到 


M 的 定义 域 中 的 元 素 上 ; 换 句 话说 , M” 必须 将 每 一 个 象 遗 
送 到 原来 的 元 素 上 . 设 


到 A 
M =-(。 v 的 
《注意 ，M 一 的 行 与 M 的 行 对 换 了 ), 则 
u vv w\ 要 s 2 uw vv w 
MA 一 (， 5 人 2 站)=(- v “)= 
类 似 地 有 M-M 一 1, 所 以 M"! 是 M 的 逆 元 素 . 
现在 我 们 将 指出 ,并 不 是 每 一 个 映射 都 有 送 映 射 。 例 如 ， 


考虑 映射 
JR 


若 它 有 一 个 着 映射 (例如 X), 则 X 应 将 "一 ws sv rw， 
并 使 XN 一 NX 一 1。， 但 这 不 是 一 个 映射 ,因为 一 个 映射 将 
定义 域 中 的 每 一 个 元 素 只 能 对 应 于 值 域 中 的 一 个 元 素 。 但 这 
里 的 X 却 将 元 素 + 对 应 于 两 个 元 x* 和 w， 因 此 映射 N 没有 
逆 喘 射 

是 什么 原因 造成 映射 M 与 映射 Y 之 间 有 这 种 差别 ;: M 
有 逆 映 射 。 而 没有 ? 这 是 因为 M 将 不 同 的 元 素 映 到 不 同 的 
象 上 ,而 N 的 定义 域 中 的 两 个 不 同 的 元 素 * 和 。 却 映 到 同 


ees re se ee re eo。 * 


义 域 中 的 一 个 元 素 。 具 有 这 种 性 质 的 映射 叫 一 一 映射 或 一 对 
一 陕 射 ， 可 简 记 为 1-1. 


*。105。 


我 们 指出 ， 一 个 集合 到 它 自己 上 的 所 有 的 1-1 映射 的 集 
合 (关于 相继 或 “接着 ”这 种 二 元 运算 ) 将 满足 群 公理 (因而 是 
一 个 群 )。 我 们 将 在 以 下 的 置换 群 (或 对 称 群 ) 中 过 到 这 种 群 
的 具体 表示 法 . 


关于 逆 映 射 的 进一步 注释 ”让 我 们 考察 由 
7 一 2x* 十 1 或 f(x)= 二 2x 十 1 
定义 的 映射 M; x 一 多 一 2z 十 1 的 图 象 如 图 9.1( 101 页 ) 
所 示 . 它 是 一 一 映射 吗 ? 假设 x 与 x; 是 不 同 的 , 象 点 fx1) 二 
畴 与 1*) 一 y 也 是 不 同 的 吗 ? 若 它 们 的 差 y, 一 是 0, 则 
它们 是 不 同 的 。 因 为 
二 = n+ 1)— (2+ 1) = 2 — *), 

根据 假设 , x 与 *, 是 不 同 的 ,所 以 上 式 的 右边 不 是 0, 因而 上 
式 的 左边 也 不 是 0, 所 以 六 与 为 也 是 不 同 的 . 映射 M 一 是 
存在 的 ;我 们 断言 它 是 


M-L xy 一 一 1 


2 
为 了 验证 这 个 断言 ,我 们 首先 按 M 的 意义 将 * 映 到 y(==2x 十 
1) 上 ,然后 按 M™! 的 意义 映 它 的 象 y, 我 们 得 到 
MM™!: (2x + 过 


YX 


即 MM"* 映 * 到 x 上 ; 所 以 MM™'==1。， 类 似 地 M™'M 映 
y 到 y 上， 这 是 因为 


y—1 
2 


所 以 M7M 一 /。 
现在 我 们 考虑 被 
》 一刀 或 1x) 一 安 
定义 的 映射 N; * 一 y, 它 的 图 象 如 图 9.5 所 示 。 这 是 一 一 映 
“106。 


射 吗 ? 假设 + 与 ”> 是 不 同 的 , 即 * 一 二 关 0, 能 推 得 
一 = ffx) — fx) A 02 
象 的 差 y 一 y 是 
为 一 加 二 窜 一 朴 二 (41 一 各)(xi 十 入)， 
由 假设 知 一 * 关 0; 但 若 十 吉 一 0, 则 九 一 为 一 0， 
所 以 ,即使 x 与 x; 是 不 同 的 , ”与 六 也 不 见得 就 是 不 同 的 ; 
例如 , 当 x 去 0 时 ,车 一 一 x2, 则 二 jp， 所 以 N 不 是 一 
一 映射 ,因而 它 没有 逆 映 象 ， 然 而 ,着 从 的 定义 域 中 去 掉 整 
个 负 X- 轴 (或 整个 正 X- 轴 ), 则 被 
y= (+ 三 0) 


定义 的 新 映射 是 一 一 映 身 ,而 且 有 逆 肌 射 ( 见 图 9.6). 在 它 


fo 


LL 
9.5 9.6 
的 受 限制 的 定义 域 中 , 仅 当 x = x 一 0 时 才 有 x 一 一 *3 成 
立 , 所 以 不 同 的 元 素 映 到 不 同 的 元 素 上 ， 所 以 力 是 所 有 非 负 
实数 的 集合 到 它 自己 上 的 一 一 映射 。 它 的 逆 鼎 射 是 
KN-!: x=VY (0). 
为 了 看 出 KAN- 二 力 - 攻 一 了 7, 我 们 注意 NA-: 是 被 
F(x) = Mr = x(x 宇 0) | 
给 出 的 ;而 图- 区 是 被 
GG) = VIF=y OE) 
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给 出 的 . 


同 态 ， 现在 我 们 回来 考虑 一 个 特殊 类 型 的 映射 它 在 群 
论 的 发 展 中 有 巨大 的 重要 性 . 我 们 的 兴趣 将 在 叫做 同 态 的 一 
类 映射 以 及 它 的 特例 一 一 同 构 。 与 映射 有 关 的 这 个 概念 不 仅 
对 研究 群 的 性 质 有 巨大 价值 ， 而 且 对 研究 其 他 的 代数 结构 也 
是 重要 的 . “ 同 态 ” (homomorphism》 及 “ 同 构 ” (isomorphism) 
这 两 个 词 都 与 结构 有 关 ， 在 英文 中 这 一 点 是 用 词根 “morph” 
显示 的 . J 

在 给 出 同 态 的 定义 之 前 ,我 们 先 来 看 一 个 由 整数 加 法 群 
到 偶数 加 法 群 忆 ( 见 88 页 ) 上 的 同 态 映射 的 例子 。 我们 来 
考虑 将 NN 中 的 每 个 元 素 与 E 中 的 元 素 2n 对 应 的 映射 M : 
,Re Wa, ey Wi | 
.一 4, 一 2,0,，2,， 4 人 


wu-( 


我 们 看 到 ,对 的 任意 两 个 元 素 4 和 2, 4 一 2s 坟 一 2m 


从 而 (mr + 2) 一 2(Cmx 十 mm); 所 以 a 与 ;的 和 的 象 2Cn 十 
二 ) 是 2m 十 ?nz 是 六 与 斑 的 象 的 和 ， 读 者 应 记 住 这 个 映射 
M， 作 为 一 个 群 到 另 一 个 群 上 的 同 态 的 具体 例子 . 


现在 我 们 假设 有 两 个 群 G 和 如 及 一 个 G 到 右上 的 贞 射 1. 
这 也 就 是 说 , 如 的 每 一 个 元 素 是 G 中 的 某 个 元 素 的 象 ， 群 G 
的 元 素 。 及 5 的 象 分 别 用 fCo) 及 1(5) 表示 ; 当然 ,f(a) 及 
i(5) 都 是 及 的 元 素 。 因为 G 生 是 群 ,所 以 ab 在 G 中 ,而 
f(a) fC2) 在 瓦 中。 ee 

群 G 到 群 H 上 的 同 态 映射 的 特征 性 质 是 , 车 。 及 。 是 G 
的 元 素 ， 则 群 乘积 5 映 到 右 中 的 元 素 f(e) (5) 上 ;也 就 是 


在 上 面 的 例子 中 , 群 N 是 同 态 地 映 到 群 上 ,每 一 个 群 的 群 运 
算 都 是 加 法 : 
fm + 1m) = flm) + fln,). 

必须 清楚 地 理解 ,一 般 地 说 , 群 G 和 互 痢 有 各 自 的 特定 的 

单位 元 、 二 元 运算 等 ， 所 以 
f(ab) = f(a)f(2) 
只 是 下 面 的 细致 的 表示 方法 的 一 种 简略 写法 : 若 @ 表 示 群 C 
的 二 元 运算 , 风 表 示 群 太 的 二 元 运算 ,而 1 是 G 到 及 上 的 同 态 
映射 , 则 对 群 G 的 任意 两 个 元 素 。 和 wb 有 
f(a®2) = f(a) [A125). 

但 是 , 今后 除非 需要 澄清 , 否则 我 们 将 不 用 这 种 精确 表示 法 ， 
而 只 简 记 为 f(a6) 一 f(a)1(5)。 虽 然 群 映射 都 是 建立 两 个 集 
合 的 个 别 元 素 之 | 则 的 对 应 性 ， 而 一 个 群 到 其 他 群 上 的 同 态 映 
射 则 特别 考虑 两 个 群 所 含 的 二 元 运算 ， 并 建立 群 乘积 之 间 的 
以 及 个 风范 素 之 闻 的 对 应 性 . 

作为 同 态 映 射 的 另 一 个 例子 ,让 我 们 考察 一 下 C4 到 C， 
的 下 列 映 射 1: C, 一 C;: 


1 aaa 
(3 及 六 ))， 
注意 , 我 们 在 C, 的 单位 元 素 上 加 了 一 个 星 号 , 星 号 在 这 里 用 


来 表示 两 个 不 同 群 的 单位 元 素 的 区 别 . (至 于 两 个 群 的 二 元 
运算 之 间 的 不 同 ;我们 已 经 在 上 面 指出 过 . ) 今 后 ,读者 应 记 住 


从 Cs 的 乘法 表 能 验证 ， f 将 C， 元 素 的 每 一 个 群 乘积 映 
这 些 元 素 的 C; 中 的 象 的 乘积 上 ; 即 
HGrs) = f(7)1(s), 
其 中 + 和 s 是 C4 的 两 个 任意 元 素 。 在 C4 的 乘法 表 9.1 中 显 
示 了 每 一 个 群 乘 积 ， 而 在 这 些 群 乘积 下 面 的 (等 式 ) 则 是 它们 
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着 a l a as 


a a a 


f(D =IIf(®W) =8f(0) = ITIf(a)=6 


a Q2 as 7 


1(® =51f() = If(a) =05,7(0D =I 


a aa I a 


a 
fla) = 1f(0) = 6071(D =1If(9 一 


a 了 Q a 


f(a)=5b|f(D = Tf =b|f(a) = 一 了 


as 


表 9.1 

在 Cs 中 的 象 .注意 ,C1 中 的 所 有 这 些 乘积 的 象 是 4 个 C; 的 群 
乘法 表 (这 在 表 9.1 中 已 用 双 线 分 隔 出 来 )， 

同 态 映射 / 显露 出 C1 与 C, 在 结构 上 的 “相似 性 >， 事 实 
上 , 这 样 的 映射 的 存在 确实 是 因为 有 这 样 的 “相似 性 ”。 如 果 
我 们 试图 构造 C; 到 C, 上 的 同 构 ， 我 们 将 过 到 无 法 克服 的 困 
难 ,因为 这 两 个 群 缺 乏 结构 上 (允许 有 同 态 映 射 ) 所 必须 的 “ 相 
似 性 ?， 


练习 37 证明, 若 了 是 群 G 到 群 H 上 的 一 个 映射 , 但 它 
不 将 G 的 单位 元 素 映 到 妃 的 单位 元 素 , 则 这 个 映射 不 是 同 态 ; 
反之 ,着 1 是 一 个 G 到 娘 上 的 同 态 映 射 , 则 11) 一 了 

jt 1 0) =7, 

练习 38 假设 群 G 被 f 同 态 地 映 到 群 电 上 , 证 明 着 * 是 

G 的 任意 一 元 素 (其 逆 元 素 为 xD , 则 
xz-D = [f(a) I's 
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也 就 是 说 ,一 个 逆 元 素 的 同 态 象 是 这 个 象 的 逆 元 素 。 


练习 39 ”假设 群 G 被 f 同 态 地 映射 到 群 刀 上 ,并 且 假 设 
对 G 的 两 个 特定 元 素 = 和 ?有 f(z) 一 f(y), 证 明 
zy = f(xy) = 1. 


练习 40 ”假设 f 是 一 个 姓 到 另 一 群 上 的 同 态 映 射 , 证 明 
(a) 若 j(a 一 1 及 fy) 一 7 则 jzy) 一 1 
(b) 若 1Cxy) ==7, 则 fyx) == 了 7 


同 构 上 面 给 出 的 C, 到 C， 上 的 同 态 映射 不 是 一 一 映 
射 ; C4 的 两 个 不 同 元 素 4 及 a 都 映 到 C; 的 5 上 (除非 两 个 
有 限 群 有 相同 的 阶 、 否 则 一 个 到 另 一 个 有 限 群 上 的 映射 不 能 
是 一 一 的 .) 当 一 个 群 到 另 一 群 上 的 同 态 映射 也 是 一 一 肌 射 
时 , 则 称 之 为 同 构 映 射 或 同 构 ， 所 以 , 群 同 构 是 一 群 到 另 一 群 
上 的 ,满足 如 下 两 个 条 件 的 映射: 

1) 对 所 有 的 a 和 5, f(a5) 一 1Ca)1(6)， ( 同 态 )， 

2) 当 且 仅 当 a 二 5 时 才 有 f(a) ==1(2)， (——). 

我 们 将 用 两 个 例子 (一 个 是 有 限 群 ， 另 一 个 为 无 限 群 ) 来 
说 明 同 构 映射 。 读者 将 看 到 , 一 群 到 另 一 群 上 的 同 构 映射 揭 
示 这 两 个 群 的 结构 上 的 “同一 性 ”; 确实 因为 有 结构 “相同 ”的 
群 , 才 存 在 一 个 到 另 一 个 群 上 的 同 构 映射。 

考虑 元 素 是 x 一 1 一 0 的 4 个 根 的 群 H; 。“ 

H: 1,i, 一 1, 一 (其 中 i=V 一 D). 

设 f 表 示 C, 到 万 上 的 如 下 的 映射 : 


(1 a a 
1 一 1 一 人 


*llle 


区 
i 一 工 一 ji 1 r 
a aa I a f(r) 
a 


表 9.2 


我 们 直接 看 到 f 是 一 一 肌 射 ; 但 f 是 同 态 映 射 吗 ? 为 了 回答 
这 个 问题 ， 我们 来 考察 C4 的 乘法 表 9.2 (在 这 个 表 中 我 们 仍 
将 乘积 > 的 象 K(r) 记 在 > ‘Ts 并 将 > 与 它 的 在 玉 中 的 
人 象 f(r) 相 比 较 . 

当 记 住 # 一 一 1 时 ， 读者 容易 验证 ， 象 元 素 Kr) 作成 群 ， 


“五 的 乘法 表 ,所 以 有 


f(+s) = 1(7)1(), 
从 而 映射 除 一 一 外 ， 还 是 同 态 映 象 ， js f de 我 


ot ek 


ee 


是 两 个 必 全 同样 多 的 (结构) 信 导 ， 过 种 情况 我 你 为 < 有 相 
同 结构 ” 

这 两 个 同 构 群 的 图 象 如 图 9.7 所 永 。 显然 。 除 顶点 及 生 
成 元 的 名 称 外 。 这 两 个 同 构 群 的 图 象 是 相同 的 . 
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作为 同 构 群 的 第 二 个 例子 ， 让 我 们 考虑 正 实数 集 P 和 它 
的 对 数 集 工 (对 数 的 特定 的 底 并 不 重要 ,但 为 了 确定 起 见 , 假 
设 我 们 考虑 的 底 是 10)。 首先 我 们 指出 ,这 两 个 集合 都 是 群 ， 
它 的 二 元 运算 等 如 下 表 所 示 : 


群 工 
.| 正 实数 的 对 数 (所 有 实数 》 


图 9.8 


我 们 断言 ,这 两 个 群 是 同 构 的 ,被 
f(x) 一 logx 
给 定 的 映射 1:P 一 工 是 一 个 同 构 映 射 。 在 这 个 映射 下 工 的 每 
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一 个 元 素 是 P 的 某 个 元 素 的 象 ,所 以 ,所 有 正 实数 集 是 这 个 映 
射 的 定义 域 ,而 所 有 实数 集 是 它 的 值 域 ( 见 图 9.8)。 尚 须 验证 

(1) f(xy) 二 f(x)f(y), 对 P 的 所 有 的 x 和 y， 

(2) 这 个 映射 是 一 一 的 . 

我 们 应 小 心 区 分 群 P 与 工 的 运算 ， 设 @ 表 示 群 P 的 二 元 
运算 ， 设 四 表示 群 工 的 二 元 运算 ， 则 对 乙 的 任意 二 元 素 * 及 
ys 有 

x+@y 一 xy 《二 个 正 实数 的 乘法 ); 
而 对 工 中 的 * 与 ? 的 象 Kx) 及 1(y), 则 有 
fx) 四 fy) 一 log x 十 log y《 二 实数 的 加 法 ). 

因此 ,满足 命题 (1) 的 同 态 ,需要 对 了 的 所 有 的 元 素 * 和 y 有 

1(x@y) = 1(x) Bf(y) 
即 

log (xy) = log (*) + logy. 

但 这 个 关系 式 是 (关于 乘积 的 对 数 的 ) 熟 知 的 定律 ， 所 以 这 个 
映射 是 所 有 正 实数 群 到 实数 群 的 同 态 、 

为 了 看 出 这 个 映射 是 一 一 的 ,我 们 仅 需 注意 f(x) 一 log x 
的 图 象 ， 我 们 也 能 用 指出 两 个 不 同 元 素 总 是 喘 到 两 个 不 同 元 
素来 证 明 这 个 映射 是 一 一 的 。 假设 fx) = f(y), 即 假设 
log x 一 logy, 则 

logx— logy = 0, 


“ 即 


log 广 =0, 
但 og 地 一 0 推 得 地 一 1, 即 x 一 所 以 这 个 映射 是 一 一 
的 ,因而 是 同 构 。 : 
抽象 群 ”我 们 将 说 ,两 个 同 构 的 群 是 “抽象 地 相等 ,也 说 
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所 有 抽象 相等 的 群 是 同一 个 抽象 群 。 所 以 今后 我 们 可 以 说 6 
阶 二 面体 群 , 或 6 阶 循环 群 . “两 个 同 构 的 群 是 抽象 地 相等 
这 个 命题 ， 并 不 意味 着 这 两 个 同 构 的 群 的 各 个 具体 细节 都 相 
同 ,而 仅仅 是 说 ,这 两 个 群 有 相同 的 结构 上 的 群 性 质 ， 在 练习 
41 中 我 们 将 看 到 , 一 个 群 与 它 的 一 个 真子 群 同 构 是 可 能 的 . 
一 个 群 与 它 的 一 个 真子 群 确实 是 不 同 的 。 但 仍 可 能 有 相同 的 
结构 . 

可 以 指出 ， 对 给 定 的 阶 x, 仅 存在 有 限 个 “抽象 不 同 的 ” 
群 . 含 有” 个 不 同 符号 的 同一 集合 ， 除 元 素 的 标记 外 ， 仅 存 
在 有 限 个 乘法 表 ( 表 中 共有 ?个 值 )， 注 意 , 6 阶 二 面体 群 与 
6 阶 循环 群 是 不 同 构 的 (因而 是 抽象 不 同 的 )， 这 是 因为 它们 
中 的 一 个 是 不 可 交换 的 , 而 另 一 个 是 可 交换 的 。 除 这 两 个 群 
外 , 不 存在 其 他 的 抽象 的 6 阶 群 ， 类 似 地 , 若 p 是 任意 素数 ， 
则 仅 存在 一 个 z 阶 循环 群 ,当然 , 它 是 循环 群 Cn。 

假设 不 从 这 些 例子 出 发 ， 读 者 也 容易 列举 给 定 阶 的 不 同 
的 抽象 群 ，64 阶 的 不 同 的 抽象 群 有 267 个 ,但 256 阶 的 不 同 
的 抽象 群 一 个 也 没有 。 

同 构 群 的 抽象 识别 ， 类 似 于 从 特殊 表示 法 中 抽象 出 基数 
概念 。 容易 想到 , 数 5 是 5 个 元 素 (5 个 手指 ,5 块 美元 ,5 
个 海洋 ,5 个 元 音字 母 等 等 ) 组 成 的 特殊 集合 的 一 种 抽象 ， 同 
样 地 ,一 个 抽象 群 也 能 用 各 种 特殊 的 表示 法 表示 出 来 ， 例 如 ， 
抽象 的 4 阶 循环 群 只 有 1 个 ,但 却 有 许多 具体 表示 法 . 

同 构 群 (或 抽象 相等 的 群 ) 的 概念 是 重要 的 。 这 是 因为 我 
们 有 时 发 现 ， 用 某 个 具体 表示 法 来 证 明 群 的 定理 不 如 用 其 他 


CE 


只 要 证 明了 一 个 群 ,定理 就 可 推广 到 所 有 与 它 同 构 的 其 他 群 。 
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练习 氏 一 个 群 能 同 构 于 它 的 一 个 真子 群 双 ? 设 G 是 
整数 加 法 群 《 见 14 页 )， 设 互 是 所 有 偶 整 数组 成 的 、 群 G 的 
( 真 ) 子 群 , 证 明 G 能 同 构 地 上 映 到 及 上 ; 即 , 若 x 和 ?是 G 的 两 
个 任意 元 素 , 则 有 一 个 G 到 有 上 的 映射 f, 使 得 

fx +y) = f(x) + fy) 
及 
f(x) 一 f(y) 当 且 仅 当 x 一 y. 


练习 42 将 练习 41 的 结果 推广 到 抽象 群 C。( 见 48 
页 ), 设 G 是 用 7 生成 的 无 限 循环 群 , 设 玉 是 用 r"(n > 1) 生 
成 的 无 限 循环 群 (我 们 看 到 ,五 是 G 的 真子 群 ), 证 明 G 能 同 构 
地 映 到 及 上 ， 


练习 43 设 G 是 7 生成 的 无 限 群 , 设 瑟 是 2 阶 循环 群 ， 
及 有 元 T 及 5, 且 有 如 一 7, 证 明 G 能 网 态 地 上 映 到 及 上 ,但 不 
能 同 构 地 映 到 五 上 . 


练习 44 设 G 是 任意 群 ， 设 > 是 G 的 任意 确定 的 元 素 ， 
如 果 * 是 G 的 任意 元 素 , 则 "xr 也 是 G 的 一 个 元 素 . 我 们 用 
fix>r zr (BD f(x) 一 一 xzr) 
定义 1:G 一 G。 证 明 f 是 G 到 它 自己 上 的 同 构 映 射 . 


练习 45 设 G 是 一 个 群 , 设 了 是 使 G 的 每 一 个 元 素 映 为 
其 平方 , 即 
大 * 一 全 (或 1(*) 二 #2)， 
f 何 时 是 一 个 同 构 映射 (如 果 有 的 话 )? 
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第 十 章 置换 群 


许多 群 论 的 文献 中 都 讨论 一 类 群 。 即 所 谓 置 换 群 或 代 换 
群 .置换 群 特别 有 用 是 因为 它 给 我 们 提供 了 所 有 的 有 限 群 的 
具体 表示 。 在 本 章 中 。 我 们 将 看 到 : 每 个 有 限 群 都 同 构 于 某 
个 置换 群 . 

前 画 我 们 已 经 看 到 许多 映射 的 例子 中 ,把 映射 写成 两 行 ， 
定义 域 中 的 元 素 写 在 上 面 一 行 。 而 象 元 素 写 在 下 面 一 行 。 并 
且 , 我 们 已 经 证 明 , 一 个 "个 元 素 的 集合 到 自己 的 一 对 一 映射 
的 全 体 所 成 的 集合 组 成 一 个 映射 群 .这 种 映射 称 为 置换 ,而 以 
置换 为 元 素 所 构成 的 群 就 叫做 置换 群 

假设 把 三 个 元 素 的 集合 排 成 某 个 任意 的 但 是 确定 的 序列 
as as om。 为 了 方便 ， 我 们 只 要 注意 下 指标 。 即 把 序列 当成 
1, 2, 3; 这 样 一 来 ,例如 第 三 个 元 素 m。 就 可 以 简单 地 记 作 3。 

现在 , 设 M 是 这 个 集合 映 到 它 自身 上 的 某 个 一 对 一 映射 


M: is da 5 (3 2 3 


2 3 1 


1 一 
) 或 2 一 3 

2。，43，41 3->1. 

让 我 们 把 这 个 映射 M 解 释 为 把 序列 1, 2, 3 经 过 重 排 或 置换 
而 形成 序列 2, 3, 1. 这 个 解释 就 是 把 一 个 有 限 集合 映 到 自身 
上 的 映射 群 浆 为 四 的 群 的 根据 。 我 们 还 可 以 把 M 看 成 把 这 个 
集合 中 的 每 一 个 元 素 代 换 成 这 个 集合 中 的 某 个 元 素 ， 在 上 面 
的 例子 中 ，1 换 成 2, 2 换 成 3, 3 换 成 1. 因 此 ， 把 一 个 有 限 
集合 映 到 自身 上 的 映射 群 在 老 的 文献 中 常常 叫做 代 斤 群 . 


本 是 A7 昌 


置换 表 为 循环 9 映射 ， 或 者 置换 M 表 示 对 应 这 个 循环 图 


1 一 ， 一: 
1>2 1 而 1 ) 
2>3 即 二 
3~>1 sd Ng 

这 提示 我 们 把 M 写成 为 单行 的 括号 . 

M: (123), 

把 这 个 记号 解释 为 M 把 每 个 数字 映 到 它 右边 的 紧 相 邻 的 数 

字 , 这 样 到 最 后 , 把 最 右边 的 数字 映 到 头 一 个 数字 , 就 完成 了 

整个 一 个 循环 ，M 可 以 用 三 种 方式 写成 循环 ， 

(123)5 C23.1); (312); 
因为 在 上 面 圆 轿 里 面 , 把 那 一 个 元 素 写成 头 一 个 关系 不 大 . 
假如 我 们 有 一 个 四 个 元 a1, a,, ea, 44 的 集合 的 映射 N: 
w: (1 2 ? +) 
A273 二 六 六 
我 们 能 否 把 这 个 映射 表示 成 循环 ? 因为 4 映 到 4, 我 们 可 以 
把 N 表 示 为 
(123) 
而 把 循环 中 不 出 现 的 任何 元 素 理解 为 映 到 自身 。 同样 ， 


(na 


因为 左边 的 映射 可 以 完全 用 二 项 的 循环 来 表示 ， 而 它 可 以 读 
作 2 一 4, 4 一 2,1 一 1,3 一 3。 


有 限 集合 映 到 自身 上 的 任何 映射 是 否 都 能 写成 循环 的 形 
式 ? 例如 ,我 们 怎样 写 了 映射 


@ 循环 也 可 译 成 轮换 一 译 者 
*118。 


1 2 3:45 
4 Gs: 4 5 1 ;) 
它 与 上 面 的 映射 六 不 同 ， 个 别 对 应 的 集合 不 构成 单一 的 循环 
图 .让 我 们 从 ! 开始 ,把 它 的 象 2 写 在 1 的 右边 : 
(12). 
为 了 进一步 扩大 这 个 循环 ,我 们 看 一 下 映射 4 中 的 对 应 就 发 
现 2 的 象 是 4。 这 样 ,扩大 的 循环 就 成 为 
(124). 
如 果 我 们 想 进一步 扩大 这 个 循环 , 我 们 看 到 ，4 把 4 映 到 1， 
于 是 完整 的 循环 就 是 
(1 2 4). 
但 是 ， 这 个 循环 并 不 是 映射 4, 因为 它 没有 表达 出 来 4 所 要 
求 的 把 3 映 到 5 和 把 5 映 到 3。 而 循环 (3,，5) 表示 这 件 事 ， 
但 它 把 其 他 元 素 都 有 喘 到 它们 自己 ， 因 此 ,假如 我 们 先 作 肌 射 
i 多 -4 5), 
24 3 15 
接着 作 映 射 
12345 
GD) =-() 2 5 4 3)， 


显然 其 乘积 就 是 4, 即 、~、 
1 4 5\f4 2 3,45 
G20G5—(, 1 动作 2 3 4 3) 
= 人 (2 4 3) 、 
2 1 3 
注意 ， 因 为 这 两 个 循环 并 没有 公共 的 数字 ， 所 以 谁 也 不 影响 
谁 . 因此 


中 上 hb 
em wm wm 


(124)(35) 一 (35)(124). 
我 们 把 4 表示 为 循环 形式 的 办 法 可 以 用 到 有 限 集 食 对 到 
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自身 上 的 任何 映射 .因此 ,有 限 集合 的 任何 置换 可 以 写成 无 公 


se ee 


让 我 们 考虑 映射 
(12)(23) 及 (2 3)(12)， 
考察 一 下 有 公共 数字 2 的 两 个 循环 (12) 及 (2 3) 是 否 可 交 
换 . (1 2) (2 3) 表示 a 
1 一 2 接着 2 一 3， 总 结果 是 1 一 3， 
3 一 3 接着 3 一 2， 总 结果 是 3 一 2， 
2 一 1 接着 1 一 1， 总 结果 是 2 一 1. 
因此 ， 
(12)(23) 一 (132); 
另 一 方面 , (2 3) (1 2) 表示 
1 一 1 接着 1->2， 总 结果 是 1 一 2， 
2 一 3 接着 3 一 3， 总 结果 是 2 一 3， 
3 一 2 接着 2 一 1， 总 结果 是 3 一 1， 
(23)G1)= (123). 
所 以 ， 这 两 个 循环 不 可 交换 。 当 循 环 没 有 公共 数字 时 , 它们 
的 确 可 交换 ,但 是 ,如 果 它 们 有 公共 数字 时 ,它们 可 能 不 交换 . 


因此 ， 


每 一 有 限 群 都 同 构 于 一 个 置换 群 

上 面 几 节 提 供 了 关于 有 限 群 的 表示 的 基本 定理 的 背景 . 
在 第 九 章 中 ,我 们 指出 任何 特定 的 群 都 可 以 看 成 某 个 抽象 群 
的 许 许多 多 可 能 的 具体 的 表示 中 的 一 个 ， 而 这 个 抽象 群 同 构 
于 每 一 个 表示 。 下面 陈 述 的 定理 保证 任何 抽象 有 限 群 可 具体 
表示 为 一 个 置换 群 . (回想 ”个 允 末 的 重光 古 个 邢 末 的 第 
合 映 到 它 自身 上 的 一 个 一 对 一 映射 .》 

定理 5 给 定 任意 共有 限 群 ， 风 存在 ， 元 素 的 置换 群 
同 构 于 这 个 群 . 
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在 有 限 群 论 的 标准 著作 下 都 有 这 个 定理 的 证 明 ， 在 这 里 


我 们 重复 经 典 的 证 明 还 不 如 把 这 个 定理 应 用 于 一 个 特殊 群 更 
使 读者 的 认识 深化 .我 们 这 里 要 用 的 方法 可 以 推广 成 定理 的 


& 表 10.1 5C, 的 乘法 表 
表 10.1 中 的 每 一 行 是 第 一 行 的 置换 ( 见 定理 1, 39 页 ); 例 如， 
第 二 行 的 序列 g;, g3, 8g， g1《 或 简化 为 2; 3, 4, 1) 是 第 一 行 
序列 1, 2, 3, 4 的 置换 。 表 的 右 方 表示 这 四 个 置换 或 一 对 一 


映射 。 它 们 可 用 循环 写成 


mi = (1)(2)(3)(4) 一 (， 
m2 = (1 2 3 4), 
ma 二 (1 3)(2 4)， 


m= (1432), 
| mA 
下 


NA wwv 


wD DD 


DD 


上 = 


一 个 正式 的 证 明 . 
我 们 来 求 四 阶 循环 群 C4 的 置换 群 表示 。 首先 我 们 造 C， 
的 乘法 表 , 把 元 素 1, a, a?, 2 也 分 别 表 为 g1, g2, g3, g4. 
了 We 人 ee a ass] 
gi gs gs. ga 
TO 3 Y) =m 
91 91 gs gs ge 
ee 
CE 4 YD) =m 
gs ga gs 9 gi 
本 1 多 -mm 
gs ga EA g1 gs 
eT 2 ) =m 
9e、 gs gs gs 


(为 了 把 mw 一 ! 写成 循环 之 乘积 ， 我 们 引入 一 个 数字 的 循 
环 .) 


练习 46 ”直接 由 循环 来 验证 
(a) mi 一 ma (b) m3 = 1, (c) mi = ms (d) mm 一 了 


以 及 映射 m,, mi, m3, m4 构成 一 个 群 M. 


[J I [L | 
1 i : 1 3 2 4 
mx Mm ma ma 


(3 (2) (3 (4) (1234) {13) (24) “11432) 
图 10.1 


为 了 证 明 置 换 wm, m, m3, m4 构成 的 群 M 同 构 于 C4, 取 
正方 形 的 四 个 顶点 为 按照 映射 m,。m, m3, m4 来 进行 重 排 的 
四 个 对 象 ( 见 图 10.1). 显然 , mi 是 置换 群 M 的 单位 元 素 ， 把 
mi 与 C4 的 单位 元 素 对 应 起 来 . 置换 m; 就 等 价 于 按 反 时 针 方 
向 旋转 90°@ 把 m; 与 C4 的 生成 元 对 应 起 来 . 

练习 47 把 M 的 其 余 元 素 ma 及 ms 上 映 到 C4 的 元 素 , 使 。 
得 M 同 构 映 到 C, 上 . - 


读者 可 能 想 研 究 一 下 为 什么 表 10.1 中 的 映射 构成 一 个 


@ 为 看 出 m = (1, 2,3, 4) 对 应 于 这 个 特殊 的 正方 形 按 反 时 针 方 向 旋转 
90°, 回忆 一 下 16~21 页 上 所 讨论 的 重合 运动 .在 那儿 我 们 把 转 过 的 图 形 
看 成 又 合 在 原来 位 置 的 图 形 之 上 (图 3.2); 表 示 顶 点 对 应 的 箭头 就 炙 译 成 
“ 换 成 ?( 见 16 页 ). 因此, m; 一 (1, 2, 3, 4) 表 示 1 > 2 (1 换 成 2)，2 ~ 
3 (2 换 成 3), 等 等 ， 于 是 ,这 个 顶点 具有 特殊 标记 的 正方 形 经 m 后 的 总 
结果 就 是 使 它 从 原来 的 位 置 按 肌 时 针 方 向 旋转 30°。 
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与 原来 的 群 同 构 的 群 。 下 面 我 们 简要 的 叙述 一 下 背景 的 想 
法 .四 个 映射 wm;(i 一 1, 2, 3, 4) 可 以 写成 


六 (* Er 由 
Big1 8i82 Big3 Si84 
也 就 是 说 , mj 是 映射 
gi> gig: (i=1,2,3,4), 
映射 mjm 表示 映射 mi 接着 映射 mi, 因此 mimi 是 映射 
gi 了 gigi 接着 gi 了 grgi， 
因此 ， m2 是 映射 
Bi gi(g8:) = (gigk) gi, 
所 以 , 置换 群 中 的 乘积 wjmx 与 群 C4 中 的 乘积 gigx 的 一 对 一 
对 应 . (与 39 页 的 定理 1 比较 一 下 .) 
下 面 我 们 求 四 群 D; 的 置换 群 表示 . 见 图 10.2 及 表 10.2.。 


I a b ab : | b 
g g2 Ba Ba4 


a?= bz (ab)2 = 工 


10.2 


置换 群 M 的 元 素 表 为 双 行 - 圆 括号 ， 用 循环 表示 就 成 
mi = (1)(2)(3)(4), 
m2 = (12)(34), 
m= (13)(24), 
m= (14)(23). 


练习 48 《a) 对 于 群 M , 验证 wm? 二 m= (mzma)? 一 1. 
(b) 用 双 行 - 圆 括号 描述 置换 群 M 到 四 群 上 的 同 构 映射 , 四 群 


。，123， 


诺 a b ab 
9 92 9 Ea 
I I a b ab 3 4 
ied ee ea 3 分 =m 
gr g1 gs 9 94 
a a I ab b 3 4 
ss ea i tet 4 外 一 ls 
gs gs 91 Ea EA 
b b ab I 3 4 
ee Sra a Pe, 1 2 -ne 
Ea 9s EA 9 Ea 
3 
db a a .| I 3 Y=m, 
ge ga gs 9 g1 


表 10.2 D, 的 乘法 表 


具有 元 素 1, 4， 4， ab 及 定义 关系 2 一 如 一 (ob 一 了 


正如 上 面 的 例子 C, 的 情形 一 样 ,用 置换 来 表示 四 群 也 提 
供 了 一 种 基于 四 个 对 象 的 重 排 的 具体 
解释 。 这 一 回 ,这 四 个 对 象 是 正四 面 
体 的 四 个 顶点 ( 见 图 10.3)。 置换 wm， 
是 单位 元 素 , 它 把 顶点 保持 在 原来 的 
? 3 ”位 置 上 ， 置 换 m 一 (12) (3, 4) 的 
作用 是 把 顶点 1 和 2 互 换 ， 顶 点 3 和 
1 4 互 换 , 见 图 10.4。 正四 面体 在 映射 
mn 的 作用 结果 就 相当 环绕 如 图 10.4 
中 的 48 轴 旋转 180°, 4 轴 通 过 两 对” 边 1 一 2 及 3 一 4 的 中 
点 . 我 们 把 48 称 为 四 面体 的 中 线 . 同样 ms 及 m4 可 以 分 别 
解释 为 环绕 中 线 CD 及 EF 旋转 180°, 见 图 10.5. 
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/ 


tr 


少 少 


m=I ma = (12) (34) 


图 10.4 


2 1 
D 
4 1 3 2 
C 
3 4 


ms = (13) (24) ma4 = (14) (23) 


10.5 


因此 ,四 群 的 一 种 表示 是 一 组 特殊 的 运动 ,这 运动 是 围绕 
中 线 旋转 180” 使 得 正四 面体 和 自身 重合 。 能够 证 明 : 正四 
面体 的 三 条 中 线 交 于 一 点 并 且 互相 垂直 ， 因 此 四 群 也 可 以 看 
成 是 把 一 组 互相 垂直 的 轴 变 到 自身 的 一 组 转动 所 构成 ， 

下 一 章 我 们 将 考察 所 有 使 正四 面体 登 合 的 运动 所 构成 
的 四 面体 群 ， 我 们 将 会 看 到 四 群 是 四 面体 嫩 的 子 群 . 


CCCRCCECN 和 


练习 4 〈a) 造 六 个 符号 的 置换 群 使 之 同 构 于 6 阶 二 面 
体 群 . 
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(b) 用 循环 来 表示 这 个 置换 群 的 元 素 。 


练习 50 已 给 六 个 元 素 : 1,a 一 (123),4 一 (132), < 一 
《12), 4 一 (13),。 一 (23)。 证 明 它们 组 成 6 阶 的 二 面体 群 . 
[提示 : 此 处 群 的 元 素 用 三 个 符号 的 置换 来 表示 ,而 在 上 面 的 
练习 中 ,它们 用 六 个 符号 的 置换 来 表示 .] 


四 面体 群 

一 组 有 趣 而 重要 的 群 是 与 五 种 正 多 面体 的 重合 运动 群 有 
关 的 群 。 这 五 种 正 多 面体 是 正四 面体 ,立方 体 (正六 面体 ), 正 
八 面体 , 正 十 二 面体 及 正二 十 面体 .要 详细 地 讨论 所 有 这 些 群 
就 超出 了 本 书 的 范围 .我 们 只 限于 简单 地 讨论 ( 正 ) 四 面体 群 . 

必须 记 住 ,正如 所 有 的 运动 群 一 样 , 群 的 二 元 运算 是 相继 
或 接着 ，《〈 读 者 最 好 利用 一 个 四 面体 的 物理 模型 来 帮助 他 想 
象 下 面 所 讲 的 运动 . ) 

在 讨论 正四 面体 的 重合 运动 群 时， 我 们 先 数 一 下 群 的 不 
同 的 元 素数 目 , 然后 再 挑 出 来 生成 整个 群 的 基本 运动 。 我 们 
的 办 法 是 推广 我 们 早先 研究 等 边 三 角形 的 重合 运动 的 二 面体 
群 D; 的 办 法 (29 页). 


我 们 选取 从 顶点 4 到 顶点 1, 2, 3 

4 的 三 角形 的 顶 垂 线 为 一 旋转 轴 ， 其 方 

向 如 图 10.6 所 示 .。 我 们 把 轴 的 箭头 

看 成 是 右手 螺旋 拧 进 的 方向 ， 而 用 

2 3 ”表示 在 拧紧 螺丝 的 方向 上 转 120”. 假 
如 围绕 这 个 轴 旋 转 四 面体 ， 在 顶 上 的 

顶点 4 保持 不 动 ， 我 们 可 以 得 到 三 个 

10.6 不 同 的 位 置 ,在 图 10.7 中 标记 为 1, +、 

”。 为 了 达到 其 他 的 位 置 使 四 面体 网 自身 重合 ， 我 们 需要 著 
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虑 把 顶点 4 换 成 其 余 的 三 个 顶点 的 运动 。 因为 对 于 四 个 项 点 
不 管 哪个 在 顶 上 ,四 面体 都 有 三 个 位 置 ,所 以 正四 面体 共有 十 
二 个 不 同 的 重合 运动 . 四 面体 群 的 阶 数 为 12. 


图 10.7 


把 顶 上 的 一 个 顶点 换 成 另 一 顶点 的 运动 是 围绕 四 面体 的 
中 线 旋转 180"、 让 我 们 用 了 表示 围绕 中 线 48 的 翻转 (或 旋 
转 180")， 通 过 这 个 运动 ， 我 们 就 到 达 图 10.8 所 表示 的 新 位 
置 .注意 了 把 顶点 对 2, 4 和 1, 3 互 换 .) 图 10.9 表示 运动 + 
接着 运动 了 的 结果 所 到 达 的 位 置 ， 而 图 10.10 表示 f 接着 >. 
读者 可 以 验证 四 面体 的 所 有 的 重合 运动 都 可 通过 把 > 及 


站 
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图 10.9 
2 3 
sr WA 
f 3 fr 1 
图 10.10 


示 ， 但 是 , 我 们 刚才 已 经 看 到 这 些 运 动 组 成 四 群 的 一 个 具体 
表示 ( 126 页 )、 记 以 ,四 群 是 四 面体 群 的 一 个 子 群 . 
生成 元 素 ”及 f 可 以 表示 为 四 个 顶点 到 自身 上 的 映射: 


1 
"= (31 7) = G23) ~ (12)13), 


1=(; 1 7) = (3)G29)， 


可 以 观察 到 , * 与 了 都 是 两 个 循环 的 乘积 ,其 中 每 个 循环 只 有 
两 个 符号 ， 现在 我 们 还 不 能 指出 这 个 观察 的 全 部 意义 , 在 后 
面 讨论 对 称 群 及 交代 群 的 章节 ( 158 页 ) 中 ， 我 们 要 谈 到 这 名 
话 蕴含 什么 结果 . 现在 我 们 提 一 下 , 四 面体 群 党 叫做 44, 44 
表示 四 个 符号 的 交代 群 . 
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四 面体 群 44 的 图 象 . 

我 们 用 类 似 于 画 二 面体 群 的 图 象 的 办 法 ( 见 58 页 ) 来 造 
44 的 图 象 . 

考虑 图 10.11a 中 所 示 的 截断 四 面体 . 在 每 个 顶点 处 的 
三 角形 可 解释 为 代表 周期 为 3 的 旋转 ， 在 图 10.1tb 中 , 我 们 
把 三 角形 的 边 用 箭头 标记 来 表示 围绕 四 面体 的 某 一 固定 顶点 
的 转动 。 当 我 们 看 到 如 何 从 重合 运动 的 这 种 表示 得 出 图 象 来 
时 , 就 能 验证 三 角形 边 所 指定 的 特殊 方向 是 正确 的 。 连结 两 
个 三 角形 的 线段 可 以 看 成 表示 围绕 中 线 的 周期 为 2 的 翻转 . 

。 我 们 记得 在 群 的 图 象 中 ， 周 期 为 2 的 生成 元 用 没有 箭头 的 单 

线段 表示 ,所 以 在 图 10.11b 中 ,这 些 和 棱 没有 标 上 第 头 。 


EA 


图 10.11 


中 心 在 三 角形 面 上 中 心 在 六 角形 面 上 
图 10.12 
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我 们 看 到 截断 四 面体 的 面 是 三 角形 及 六 边 形 。 为 了 得 到 
一 个 二 维 表示 ,我 们 把 四 面体 加 以 变形 ,使 得 其 中 心 在 一 个 三 
角形 或 一 个 六 角形 中 , 见 图 10.12. 在 这 些 变形 中 , 我 们 把 对 
应 于 120° 的 旋转 + 的 每 个 定向 线段 表 为 实 线 ,而 对 应 于 周期 
为 2 的 翻转 1 表 为 庶 线 .结果 得 出 的 网 络 是 拓扑 不 变 的 。 

我 们 断言 ,这 些 网 络 就 是 四 面体 群 44 的 图 象 ， 对 于 读者 
来 说 ， 重 要 的 是 我 们 不 能 总 是 通过 造 出 一 个 物理 模型 来 表示 
重合 运动 来 得 出 群 的 图 象 来 , 因此 , 我 们 不 能 自动 地 假定 , 这 
样 得 出 的 网 络 就 是 群 的 图 象 . 在 每 一 种 情形 下 , 我 们 必须 检 
查 这 个 网 络 来 验证 以 前 对 于 群 的 图 象 证 明 过 的 性 质 的 确 成 _ 
立 . 


四 面体 群 A, 的 定义 关系 
第 七 章 中 ,我 们 详细 地 讨论 过 二 面体 群 D, 的 定义 关系 ， 
类 似 的 论证 说 明 : 群 44 完 全 由 下 面 的 依据 决定 : 
CD) 44 由 两 个 元 素 + 及 生成 ; 
(2) 这 两 个 生成 元 满足 三 个 定义 关系 : 
"el, f=1, rfrfrf=1[ 或 (rf =1]. 


练习 51 读者 可 在 44 的 图 象 上 验证 rfr? rr 一 J， 利 
用 定义 关系 于 一 天 一 (rf 一 1 证 明 rfr?* rr 二 


这 样 就 结束 关于 正四 面体 重合 运动 的 讨论 。 读者 在 154 


页 还 可 以 找到 关于 立方 体 及 八 面体 的 群 的 简短 论述 .我 们 在 
举 录 中 将 讨论 二 十 面体 (及 十 二 面体 ) 群 的 某 些 特点 。 
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第 十 一 章 正规 子 群 


现在 我 们 来 研究 一 个 群 到 另 一 个 群 上 的 同 态 映射 ， 特 别 
注意 这 映射 在 群 的 子 群 上 的 作用 .在 群 论 的 发 展 及 应 用 上 , 某 
些 子 群起 着 重要 的 作用 .1830 年 伽 罗 华 @ 在 研究 代数 方程 
的 根 的 性 质 的 过 程 中 ,发 现 了 这 些 特殊 的 群 一 一 所谓 正规 (或 
自 共 斩 , 或 不 变 ) 子 群 ， 伽 罗 华 证 明 , 对 于 每 个 代数 方程 ,都 对 
应 一 个 有 限 阶 群 ， 方 程 的 根 的 性 质 就 依赖 于 方程 的 群 的 正规 
子 群 的 特征 ,也 就 是 说 ,正规 子 群 提供 了 决定 其 相关 的 代数 方 
程 的 解 的 特征 的 基础 . 

现在 , 我 们 从 两 个 观点 来 考察 正规 子 群 :〈1) 同 态 映射 > 
(2) 关于 正规 子 群 把 群 分 解 为 陪 集 。 我 们 将 会 看 到 这 两 种 方 
法 反映 了 同样 的 基本 结构 性 质 的 不 同方 面 .用 第 (1) 个 方法 在 
于 通过 “计算 ”作出 符合 群 的 公理 的 群 元 素 之 间 细 致 的 关系 。 


Da : 1, a, a’, b, ba, ba? 
a=b= (ba) =1 


图 11.1 


@。” 埃 华 瑞 斯 特 * 伽 罗 华 (1811 一 1832) 是 一 派 数 学 方法 的 先驱 ,这 派 把 数学 
的 重点 放 在 关于 抽象 结构 的 一 般 定理 上 . 他 利用 这 种 方法 发 现 并 证 明 任 
何 代数 方程 能 用 根 式 解 的 条 件 。 他 在 这 个 工作 中 引进 域 的 概念 ， 并 把 域 
和 群 联系 起 来 ,他 用 的 方法 至 今 还 作为 “ 伽 罗 华 理论 ?继续 进行 研究 . 伽 罗 
华 在 21 岁 死 于 决斗 . 
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我 们 已 经 作 过 这 种 计算 ,例如 , 解 群 方程 并 得 出 群 的 定义 关系 . 


正规 子 群 及 同 术 映射 

我 们 研究 正规 子 群 前 先 考察 某 些 群 同 态 。 我 们 要 求 这 些 
同 态 把 某 些 特殊 的 子 群 映 到 象 群 的 单位 元 素 上 ， 再 看 这 种 要 
求 得 到 什么 结果 

我 们 特别 考虑 6 阶 二 面体 群 Ds, 见 图 11.1。 这 群 有 一 个 
子 群 互 : 1,b. 假设 了 是 Di 到 G 上 的 同 态 映 射 , 使 得 瓦 的 所 
有 元 素 都 映 到 象 集 的 了 上 : 

f{(1)=1 8 f=1. 

让 我 们 考察 一 下 f 把 Ds 中 不 在 玉里 的 元 素 映 到 那里 。 我 们 
断言 


1(a) =1. 
为 证 明 这 点 ,我 们 写 
4 一 1a 一 (ba)ia 一 bepbaa 或 a 二 (ba)(ba’), 
因为 f 是 同 态 ,对 于 任何 群 的 元 素 7 及 s， 
f(rs) = f(r)f(s), 
所 以 
f(a) = f(ba * ba’) = f(ba)f(ba’) 
= f(b)f(a)f2)f(a) = fla)f(a?) (IA) = 1) 
-f(a) = HI) = 1, 
这 就 是 我 们 所 断言 的 。 由 此 ， 
f(a’) = f(a)fa) 一 7， 
f(ba) = f(b)fa) = fa) = 1, 
fba’) = (2)fa) = Ha) = 1, 
所 以 Ps 中 每 个 元 素 都 映 到 了 上 . el Ds 的 任何 同 


ee be er ee ee oe +o ee eo 


“假设 我 人 试 另 一 个 Ds 到 G 上 的 映射 1t, 把 另 一 个 子 
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群 ,比如 说 玉 :7,， a, a?, 映 到 I 上 . 由 
f(D) 一 大 z) = f=1 
得 出 
fba) = (2)f(a) = 1(2),- 
f(ba’) = f(2)f(a’) = 1(26), 
于 是 ,我 们 可 以 用 
(7 a 0 b ba 各 ) 
1 
来 表示 这 个 同 态 映 射 , 其 中 c 一 帮 2)。 因为 
= =106) =H1)=1, 
由 元 素 工 及 < 所 成 的 集 构成 一 个 2 阶 循环 群 .@ 因此 , D; 的 
同 态 映 射 如 把 子 群 K 映 到 了 上 不 非得 把 整个 的 Ps 映 到 工 上 ， 
而 可 能 把 群 D; 喘 到 2 价 循 环 群 上 . 
上 述 结果 表明 , Ds 的 子 群 及 及 K 之 同 有 着 本 质 的 差别 . 
我 们 将 会 看 到 ,事实 上 有 茶 种 与 子 群 K 有 关 的 性 质 不 改变 与 
子 群 太 相应 的 性 质 就 发 生 改变 .我 们 称 K 为 正规 或 不 变 于 群 . 
发 现 一 个 正规 (或 不 变 ) 子 群 的 本 质 属 性 的 关键 在 于 考察 关于 
这 个 子 群 的 陪 集 . 
在 第 八 章 中 ,我 们 考察 过 一 个 群 关于 一 个 子 群 的 陪 集 , 并 
且 列 出 6 阶 二 面体 群 关 于 子 群 厂 的 所 有 左 陪 集 和 右 陪 集 ， 我 
们 观察 出 陪 集 aH 及 Ha 并 不 是 相同 的 集 〈 93 页 )， 左 陪 集 
4 玉 是 集合 
{al, ab} = {a, ba’}, 
而 右 陪 集 Ha 是 
{1a, ba} = {4a, ba}, 
那么 D3 关于 3 阶 子 群 K 的 左 、 右 陪 集 怎么 样 呢 ? 它们 是 
全 ”这 里 我 们 默认 这 样 的 假定 : < = 1(&) 地/。 还 存在 (平凡 的 ) 映 射 1, 使 得 
1(2) 二 1; 但 是 1(5) = 1 不 是 fa) 一 工 的 必然 推论 。 
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左 陪 集 右 陪 集 
K={I,a, a} K={I,a, oa} 
bK = {b, ba, ba’}, Kb = {b, ab, ab} = {6, ba’, ba}. 
关于 天 的 左 、 右 陪 集 完全 一 样 , 也 就 是 ZK 一 天 2. 
Ds 到 2 阶 循环 群 上 的 同 态 映 射 有 如 下 结果 : 
陪 集 K 一 7， 陪 集 5K = 陪 集 Kb 一 5). 


图 11.2 
在 图 11.2 中 , 二 面体 群 D; 中 的 某 个 元 素 如 果 属 于 陪 集 K , 则 
表 成 O 〇 ,如 果 属于 陪 集 狗 , 则 表 成 口 .在 图 11.3 中 , Da 关于 
子 群 了 的 左 、 右 陪 集 也 标记 出 来 . 


11.3 
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从 这 个 例子 可 以 看 出 Ds 表 为 关于 天 的 障 集 的 并 的 表示 ， 
不 管 是 表 为 左 陪 集 还 是 右 陪 集 , 是 不 变 的 . 

一 般 我 们 把 群 c 的 子 群 及 称 为 不 变 子 群 或 正规 于 群 ， 如 
果 它 具 有 性 质 : G 关 于 天 的 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 。 注意 , 特 
别 当 天 是 只 包含 一 个 元 素 工 的 子 群 是 正规 子 群 ， 因 为 对 于 G 
中 任何 元 素 g。 陪 集 g7 与 1g 相同 ,每 个 都 含有 一 个 元 素 8. 整 
个 群 G 也 是 它 自身 的 正规 子 群 ， 这 是 因为 任何 左 陪 集 包括 G 
的 所 有 元 素 , 右 陪 集 Gg 也 是 一 样 . 

下 述 定理 表示 不 变 子 群 与 同 态 映 射 之 间 的 本 质 关系 . 

定理 6 设 f 为 由 群 G 到 群 H 上 的 同 态 映 射 ， 则 G 中 满 
足 1(x) 一 1( 其 中 了 是 互 的 单位 元 素 ) 的 所 有 元 素 * 的 集合 天 
是 G 的 正规 子 群 . 

在 证 明定 理 之 前 ,我 们 要 提 一 下 , 它 为 我 们 提供 一 种 方法 
来 检验 群 G 的 元 素 * 不 可 能 是 与 整个 群 不 同 的 正规 子 群 的 
元 素 . 我 们 只 须 研究 一 下 假定 存在 同 态 映 射 了 使 得 f(x) 一 ! 
能 得 出 什么 推论 。 假 如 由 f(x) 一 7 推出 把 所 有 元 素 喘 到 
IT 上 ,那么 x 就 不 是 一 个 真正 规 子 群 的 元 素 . 

定理 6 的 证 明 。 首 先 我 们 证 明 K 是 G 的 子 群 。 这 只 要 证 
明子 群 的 两 个 试验 条 件 成 立 ( 85 页 ); 然后 证 明 天 是 正规 子 
群 


(1) 封闭 性 .为 了 证 明 ,假如 x 及 x 是 KK 中 任何 两 个 元 
素 , 则 xix; 也 属于 KK, 我 们 来 证 明 , 由 xy) 二 1 及 Kx) 一 1 
可 推出 xix2) 一 7。 因 为 了 是 同 态 ,所 以 

flxx2) 一 fx)fx) 一 7 1 一 1 
这 就 证 明天 的 封闭 性 . 
《2) 逆 元 素 . 我 们 证 明 ， 如 xz 属于 天 ， 则 其 逆 元 素 x 
也 属于 KK， 即 如 f(x) 二 1， 则 fx7) 一 7。 因为 了 是 同 态 ， 
f(D) 一 1( 见 111 页 ,练习 39), 且 
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Kxz-D 一 了 .Hz 一 jc)fCGz-0D 一 zz-D) 
一 故 1) =1. 
从 而 逆 元 素 的 条 件 满 足 。 
现在 , 为 了 证 明子 群 玉 是 G 的 正规 子 群 , 我 们 必须 证 明 ， 
如 ?是 G 的 任何 元 素 ， 则 yK 一 玉 y。《〈 记 住 我 们 的 群 G 的 正 
规 子 群 的 定义 要 求 左 陪 集 等 于 右 陪 集 .) 
命 为 天 的 任意 确定 的 元 素 , 则 xy 是 陪 集 
Ky= {xiy, X2》。，X3ay …} 
中 的 元 素 . 为 了 证 明 x1y 是 陪 集 
IK = {yr yx2s yxza ***} 
中 的 元 素 , 我 们 解 方程 “. 
yz ty 
求 出 > 并 证 明 z 是 K 的 元 素 .。 这 个 方程 的 解 是 
2 yy, 
且 如 果 f(z) = 二 1, 则 xz 属于 K. 但 是 ， 
f(z) = f(y™'x1y) 


= f(y Hr)f(y) ( 同 态 ) 
= f(y-)f(y) ( 因 x* 属于 天 ) 
一 fy) 《〈 同 态 ) 
一 帮 7) 一 7。 


从 而 z 二 yixriy 是 玉 的 元 素 。 因为 my 是 陪 集 Ky 的 任意 元 
素 , 所 以 我 们 已 经 证 明 Ky 的 每 个 元 素 都 属于 陪 集 yK. 

同样 ,如 yx 是 陪 集 yK 的 任意 元 素 , 我 们 能 够 证 明 yx, 是 
Ky 的 元 素 。 我 们 只 须要 解 方程 zy 二 yx 求 出 z, 然后 证 明 
z 二 yxiy"! 是 K 的 元 素 .。 这 就 推出 yK 的 每 个 元 素 都 在 陪 集 
Ky 中 . 于 是 yK = Ky. 

阿 贝尔 群 的 子 群 是 正规 子 群 ” 设 K 是 群 G 的 正规 子 群 . 
yK 二 Ky 这 种 关系 的 外 表 就 提示 我 们 是 讨论 某 种 形式 的 交 
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上 


换 性 质 ， 事 实 上 , 我 们 所 说 的 性 质 是 , 对 于 天 的 任何 元 素 x+， 
我 们 可 以 求 出 & 的 元 素 + 使 得 

yt 二 zy 或 二 二 yy 且 v 二 yxy 
其 中 y 是 G 的 任意 元 素 。 由 这 个 性 质 , 我 们 推出 阿 贝尔 群 或 
交换 群 的 任意 子 群 都 是 正规 子 群 ,因为 在 阿 贝尔 群 中 ,对 于 群 
中 任意 两 个 元 素 ,有 


Wr 1ys 


从 而 有 ykK = Ky. 


练习 52 证 明 : 如 群 G 是 2n 阶 ,7 是 整数 , 有 H 是 6G 的 
阶 子 群 , 则 已 是 G 的 正规 子 群 . 


练习 53 假设 群 G 的 元 素 是 g., gy, ga，…、 命 zx 表示 
其 中 之 一 ,并 考虑 集合 
S 一 {zgiz- zxrgaxt xzgat **}, 
证 明 ， 集合 S 包含 G 的 所 有 元 素 . 《元 素 guz-: 称 为 & 关于 
x 的 共 恩 .) 


练习 54 如 *, 》 是 群 的 元 素 ， 满 足 z 一 yzy-5 则 x*,y 
必定 满足 什么 关系 ?〈 我 们 称 * 关 于 ?y 自 共 恩 .) 


练习 55 设 K 是 6G 的 正规 子 群 ，K 的 元 素 是 ,名 , 名， 
……。 命 8 为 G 中 任何 元 素 .。 考虑 集合 5 一 {8hg"!, gkag™， 
gkag-!，"……}。 证明 S 与 天 是 相同 的 集合 . (我 们 把 这 个 结果 
说 成 是 正规 子 群 是 自 共 斩 的 .) 


定理 6 的 逆 定 理 ( 商 群 ) 当 一 个 数学 家 完全 证 明了 一 个 
定理 ， 他 自然 而 然 面 对 着 一 个 新 间 题 : 这 个 定理 的 逆 定 理 也 
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对 吗 ? 对 于 定理 6 来 说 ， 这 个 问题 的 答案 还 带 来 没有 想到 的 
奖赏 ， 因 为 它 " 创 造 出 ”一 种 新 型 的 群 叫 作 商 群 。 我们 现在 表 
述 定理 6 的 逆 定 理 .。 


定理 7 任 给 群 G 的 正规 子 群 天, 存在 一 个 群 妃 及 一 个 
从 G 到 鼠 上 的 则 态 映射 1, 使 得 天 的 元 素 恰 好 是 G 映 到 互 的 
单位 元 素 上 的 那些 元 素 . 


下 一 小 节 中 ,我 们 通过 真正 构造 一 群 证 明 群 刀 的 “存在 >， 
它 与 G 和 的 关系 正如 定理 7 所 表述 的 一 样 。 我们 把 这 个 群 
称 为 G 关 于 天 的 商 群 (或 因子 群 ), 并 用 G/K 表示 。 我 们 将 看 
到 G/ 有 的 元 素 是 元 素 的 集合 ， 即 玉 在 G 中 的 陪 集 . 


商 群 

埃 华 瑞 斯 特 ， 伽 罗 华 首次 证 明 : 群 G 关 于 G 的 正规 子 群 
K 的 陪 集 构 成 一 个 群 。 这 个 群 叫 作 商 群 G/K. 在 我 们 研究 这 
个 群 的 过 程 中 ,我 们 必须 适应 这 个 新 的 事实 , 即 我 们 这 个 群 的 
元 素 本 身 是 另外 的 群 的 元 素 的 集合 . 

在 我 们 证 明 伽 罗 华 这 个 著名 结果 之 前 ， 我 们 必须 在 G 关 
于 其 正规 子 群 K 的 陪 集 的 集合 中 定义 一 个 二 元 运算 .我 们 定 
义 二 个 陪 集 R 及 S (以 这 个 顺序 ) 的 乘积 为 所 有 形 如 rs 《以 这 
个 顺序 ) 的 群 乘积 的 集合 ， 其 中 > 是 集合 R 中 的 元 素 , 是 集 
合 s 中 的 元 素 。 从 而 。 两 陪 集 的 乘积 R. 5 就 是 包含 在 乘法 
表 中 的 所 有 这 种 乘积 的 集合 ,其 第 一 个 因 于 取 作 的 元 素 ,第 
二 个 因子 取 作 $ 的 元 素 。 读者 应 该 能 证 明 , 如 R 及 s 是 G 关 
于 正规 子 群 玉 的 陪 集 , 则 R .5 也 是 G 关 于 K 的 陪 集 , 也 就 是 
说 ， 这 种 构成 陪 集 的 乘积 的 作法 在 G 关 于 的 陪 集 的 集合 上 
定义 一 个 二 元 运算 。 
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现在 我 们 利用 我 们 所 熟悉 的 二 面体 群 D, 关于 不 变 于 群 
K (三 阶 循 环 改 ) 的 陪 集 来 阐明 这 个 定义 ( 见 134 页 )，K 的 陪 


集 是 
K: 1, aa 及 bK: b, ba, ba’. 


假如 我 们 根据 定义 来 作 乘积 K. 尺 ， 结 果 就 得 到 出 现在 乘法 
表 11.1 中 的 所 有 元 素 的 集合 。 乘积 的 集合 显然 是 陪 集 K; 因 
此 KK. K 一 天 。 假 如 我 们 作 乘 积 开 ，K， 我 们 就 得 到 出 现在 
乘法 表 11.2 中 所 有 元 素 的 集合 ， 读者 媳 群 D; 的 图 象 作为 乘 


Kk Kok PAB 
| EN 
TH a | a | I 
aa | | I | a | a | avaght avas 
em |e 5 | be la sb | ade 
表 1.1 表 1.245bE 员 二 


法 表 的 方便 办 法 能 够 验证 ， 这 九 个 乘积 的 集合 与 陪 集 5K 重 
合 , 即 K. 5bK 一 bK。 同样 ,读者 能 够 验证 5K ,天 一 外 ,以 
及 猎 .4K 一 KK。 因 此 ,任何 两 个 陪 集 的 乘积 还 是 一 个 陪 集 ， 
且 天 是 单位 元 素 . 


EK bk 

kK 五 bkK 

bk bK 五 
表 11.3 


陪 集 K 及 5K 的 乘法 表 11.3 总 结 了 我 们 的 结果 。 它 表 
明 , 这 两 个 陪 集 构 成 一 个 二 阶 循环 群 , 而 陪 集 K 是 单位 元 素 . 
这 个 陪 集 的 群 Da/K 称 为 D; 关 于 K 的 商 群 或 因子 群 )， 读 
者 可 以 验证 ,由 
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xx 一 xK 

定义 的 D 一 Da/K 的 映射 是 Ds 到 D3/K 上 的 同 态 映 射 .《 证 
明 xy 一 xyK 二 xK.yK.) 

“因子 群 ” 这 个 名 称 及 D3/K 的 记 法 来 自 把 Ds 唯一 表示 
为 关于 天 的 陪 集 的 并 集 

D;=KUZbK 
类 似 于 因子 分 解 . “仿佛” 我 们 有 
Ds=(1+oK=IK+oK=K+ 6K. 
一 般 来 说 ， 如 果 一 个 群 工 表示 为 关于 正规 子 群 7 的 陪 集 的 并 
集 
工 一 JUrJUJU…UrJ， 

则 这 些 陪 集 构成 商 群 , 记 为 L/J。 这 个 商 群 由 这 两 个 群 工 及 
7 唯一 决定 。 


练习 56 根据 陪 集 乘积 的 作法 作出 一 个 关 G 的 两 个 子 
群 R 及 s 的 乘积 . 证明 

(a) 集合 R* 5 是 一 个 子 群 当 且 仅 当 R'S 一 5+ R; 

(b)》 如 R 或 s 中 有 一 个 是 正规 子 群 , 则 有 R.S 一 5 .及 是 
一 个 子 群 


群 的 关系 及 商 群 

我 们 现在 用 群 的 关系 及 群 的 图 象 来 表示 这 些 关于 正规 子 
群 , 同 态 映射 及 商 群 的 结果 . 

图 11.4 表明 二 面体 群 D3 的 图 象 ， 商 群 D3/K 只 有 两 个 
元 素 


K:{1, a, a?) 及 bK:{b, ba, ba’}, 
而 D3 有 六 个 元 素 在 群 的 图 象 中 表 为 顶点 .假如 我 们 把 关系 


a=1 
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23 =b? =(ba) =I 


~ 
~ 


图 11.4 


加 到 Ds 的 定义 关系 中 去 ,KK 及 5bK 中 的 元 素 就 成 了 
{1,4a=1, a 一 1} 及 {b, bl 一 6, 61 一 6b}, 

因此 ,我 们 不 仅 得 出 子 群 玉 的 所 有 元 素 成 为 元 素 1, 而 且 得 出 
陪 集 5K 的 所 有 元 素 成 为 元 素 5。 换 句 话说 ,附加 的 关系 
4 一 工 的 效果 就 是 把 天 中 所 有 元 素 都 团 成 一 个 元 素 1, 把 姑 
中 的 所 有 元 素 都 团 成 一 个 元 素 5. 因为 ?二 1, 附加 的 关系 就 
得 出 一 个 2 险 循 环 群 , 即 同 构 于 Da/K 的 群 . 因此 , 我 们 可 以 
把 引进 关系 。 一 工 看 成 等 价 于 Ds 到 Da/K 上 的 同 态 映 射 ,使 
得 K 的 元 素 恰 巧 映 到 商 群 的 单位 元 素 上 . 

引进 关系 4。 一 工 可 表示 为 群 网 络 的 一 种 变形 ， 它 使 对 应 
于 天 的 元 素 的 顶点 真正 吸收 在 对 应 工 的 顶点 上 。 这 个 过 程 可 
以 想象 成 把 生成 元 *“ 缩 成 一 点 ， 假 如 我 们 先 把 图 象 的 形状 
改变 成 三 维 形式 ， 然后 把 a- 线 段 “ 缩 ” 成 一 点 就 更 容易 看 清 


b 说 b, ba, baz (bK) 
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楚 . 图 11.5 表示 由 左 到 右 一 个 接 一 个 地 变形 。 我 们 看 到 , 加 
进 关系 4 一 工 ( 也 即 把 正规 子 群 喘 到 Da/K 的 单位 元 素 上 )， 
群 D, 的 图 象 成 为 2 阶 篇 水 改 的 三 重 图 象 ,其 中 一 个 顶点 对 应 
于 陪 集 K, 另 一 个 顶点 对 应 于 陪 集 sK。 这 样 我 们 就 通过 D， 
的 图 象 的 变形 得 出 高 群 DA/K 的 图 象 表示 , 如 图 11.6 所 示 . 


图 11.6 
让 我 们 看 一 看 ,对 于 无 限 群 这 些 结 果 在 多 大 程度 上 也 对 . 
我 们 考察 一 下 所 有 整数 的 加 法 循环 群 N, 而 把 所 有 侦 数 的 集 
合 E 作 为 它 的 正规 子 群 。 我 们 已 经 把 N 表 为 关于 正规 子 群 E 
的 陪 集 的 并 集 , 即 
NN 二 EUaE (4a 不 是 EE 中 的 元 素 ); 
见 94 页 .注意 ， 我 们 能 够 肯定 E 是 NN 的 正规 子 群 ， 因 为 一 
个 阿 贝 尔 群 或 交换 群 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 .) 陪 集 aoE 是 
所 有 奇数 的 集合 0, 所 以 我 们 能 够 写成 
N=EUO. 
陪 集 E 与 0 构成 群 钼 ? 我 们 必须 确认 
E:E, E+:0, 0.:E, 0.0 

这 四 个 乘积 中 的 每 一 个 或 是 陪 集 E 或 是 陪 集 0, 并 且 群 的 公 
理 成 立 。 记 住 群 N 的 二 元 运算 是 加 法 ,我 们 得 出 " 

EE 一 E， 因为 E.E 是 两 个 偶数 的 所 有 和 数 的 集合 ; 

五 0 二 0， 因为 .0 是 一 个 偶数 和 一 个 奇数 的 所 有 

和 数 的 集合 ; 
0 . 巨 一 0， 因 为 0:E 是 一 个 奇数 和 一 个 偶数 的 所 有 
和 数 的 集合 ; 

0 0 一 BE， 因为 0. 0 是 两 个 奇数 的 所 有 和 数 的 集合 . 

表 11.4 是 陪 集 了 与 0 的 乘法 表 .。 因此 ， 商 群 N/E 的 乘法 表 
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就 是 以 E 为 单位 元 素 的 2 阶 循环 群 的 乘法 表 。 第 八 章 中 , 我 
们 已 看 到 无 限 循环 群 没 有 有 限 群 为 其 于 群 ; 我 们 现在 看 到 一 
个 有 限 群 可 以 是 无 限 循环 群 的 南 姓 . 


L2 | 
科 Pp Q 
ao | 0o | = 
表 11.4 


下 面 我 们 仿照 上 面 的 例子 的 格式 来 造 商 群 N/E, 也 就 是 
利用 六 的 图 (图 11.7) 并 加 进 一 个 关系 等 价 于 把 正规 子 群 E 映 
到 I 上 . 


图 11.7 
如 果 我 们 用 a 表示 群 的 生成 元 ,并 添加 关系 


2 一 1， 
则 
a 一 1,4a 一 1、4~' 一 1 ,4a 一 1 ,等 等 . 

这 个 添加 的 关系 所 起 的 作用 就 是 把 所 有 的 偶 次 堪 映 到 了 
上 ; 换 句 话说 ,加 法 和 环 群 卫 映 到 工 上 。 由 这 组 扩大 的 关系 定 
义 的 群 正 好 就 是 2 阶 循环 群 ， 这 就 是 商 群 N/E. 《我 们 刚才 
谈 到 把 一 个 关系 加 到 “原来 ”一 组 关系 上 ， 这 是 为 了 保持 上 面 
Da 的 例子 的 格式 . 但 是 , 现在 这 个 “原来 ”一 组 关系 是 空 的 ; 
C。 是 自由 群 , 见 63 页 .) 

把 王 中 所 有 元 素 映 到 工 上 对 于 的 图 象 有 什么 影响 呢 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 把 图 象 加 以 变形 ,把 对 应 于 五 中 元 素 
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a4 34 aa 
a a a 
3 I al 
33 32 33 
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的 顶点 吸收 到 对 应 于 了 的 顶点 中 去 ， 其 余 对 应 于 陪 集 0 中 的 
元 素 的 顶点 也 吸收 到 一 点 中 去 ( 见 图 11.8)。 经 过 这 种 作法 之 
后 ,N 的 图 象 就 成 为 2 阶 循环 群 的 无 限 重 的 图 象 ,其 中 一 个 顶 
点 对 应 于 陪 集 E, 另 一 个 顶点 对 应 于 陪 集 0。 图 11.9 表示 商 
群 N/E 的 图 象 ， 


陪 集 EE 陪 集 0 
图 11.9 


假如 ,我 们 不 添加 关系 ?一 1, 而 添加 关系 a， 一 1, 其 结 
果 将 是 把 所 有 3 的 售 数 的 子 群 映 到 IT 上， 图 11.10 表示 已 变 
形 的 图 象 以 及 对 应 于 工 的 顶点 最 后 吸收 进 对 应 工 的 顶点 中 
去 . 结果 得 到 的 是 商 群 N/T 的 图 象 . 

从 我 们 对 Ds 及 N 的 讨论 可 得 出 下 面 的 格式 

(1) 我 们 考虑 一 个 群 G 有 已 知 的 生成 元 及 定义 关系 . 

(2) 引入 一 个 新 关系 ;也 就 是 令 由 G 的 生成 元 所 成 的 其 
一 个 字 等 于 1。 

《3) 这 个 新 关系 现在 使 的 另外 一 些 元 素 也 等 于 7。 由 
新 关系 及 群 的 公理 所 有 等 于 了 的 元 素 的 集合 构成 G 的 一 个 正 
规 子 群 K. 

《4) 结合 (1) 与 (2) 的 关系 定义 商 群 G/K， 
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陪 集 


陪 集 了 陪 集 U0 
sa 
群 W 商 群 N/T 


了: 包括 所 有 3 的 倍数 的 子 属 
D0: 陪 集 aT，4 是 具有 3n + 1 的 形式 的 数 
V: 陪 各 5T， 5 是 具有 3m + 2 的 形式 的 数 
图 11.10 

这 是 我 们 通过 同 态 映射 变通 我 们 处 理 高 群 G6/K 的 办 法 ， 
因为 (2) 及 (3) 一 起 等 价 于 G 到 商 群 G/K 上 的 同 态 映射 使 得 
正规 子 群 玉 的 元 素 正好 都 映 到 工 上 ， 

我 们 可 以 推广 这 个 格式 如 下 : 

《1) 考虑 一 个 群 具 有 已 知 生 成 元 及 = 个 定义 关系 

Ri=1,Ri=1,.…,R,=1. 

(2) 通过 由 G 的 生成 元 构成 的 字 等 于 1, 引进 * 个 附加 

的 关系 
Rai= ,Ron = ,Rar = 1 

(3) 由 新 关系 及 群 公理 得 出 的 群 G 中 等 于 了 的 所 有 元 素 
形成 G 的 一 个 正规 子 群 K. 

(4) 这 二 十 和 个 关系 

Ri 一 1 Ri 一 7 Ri 一 了 

定义 商 群 G/K. 

我 们 不 准备 给 出 这 些 断 言 的 全 部 证 明 . 我 们 仅仅 指出 ， 
为 什么 添 翰 新 关系 等 价 于 定义 G 的 正规 子 群 玉 。 我 们 首先 芳 
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察 一 下 添加 一 个 新 关系 《比如 说 R,r* 一 1) 的 直接 结果 而 产 
生 的 等 于 了 的 G 中 的 元 素 。 因为 Ro 是 G 的 生成 元 的 一 个 
字 , 所 以 R,+t 对 应 G 中 某 个 元 素 x。 由 于 我 们 的 新 关系 ， 
xz 一 7; 因此, x 一 一 1,yz) 一 一 1 yz 一 /1, 其 中 ?7 是 C 
中 任何 元 素 ， 所 以 
J: yxyr!, yx ys yy yx ya 

作为 关系 Rs+ 一 7 的 直接 推论 是 G 中 等 于 了 的 元 素 集合 . 集 
合 了 中 的 这 些 元 素 的 任何 两 个 的 乘积 当然 也 等 于 1, 这 些 乘 
积 的 乘积 也 等 于 1, 等 等 ;也 就 是 说 ， 如 K 是 G 中 由 J 中 的 元 
素 所 生成 的 元 素 集 合 , 则 根据 R,+ 王 1 ,K 的 每 个 元 素 都 等 于 
1@. 我 们 留 给 读者 证 明 ,K 是 G 的 子 群 . 

K 是 G 的 正规 子 群 钼 ? K 是 正规 子 群 当 且 仅 当 

六 二 Ky 或 yKy™' 一 K， 
其 中 ? 是 G 的 任意 元 素 . 我 们 证 明 对 天 中 某 特 殊 元 素 心 证 
明 和 一 是 天 的 元 素 . 我 们 的 方法 也 可 以 应 用 于 天 的 任何 元 
素 ， 它 根据 这 样 一 个 事实 ， 即 天 中 的 任何 元 素 是 集合 y 中 的 
元 素 的 字 。 假设 我 们 取 这 特殊 的 字 
ki 一 yxyT) yaryz yary3) ， 


则 
?AD 一 yzyiD(Cy)CxzyDC7y)(Cyary5D7， 
因为 yy 一 1， 所 以 ,由 于 (yy)7! 一 和 2y， 我们 有 
yh 一 〈)yDx(yyD yy)x Cyy) (yys)z(yya) 
一 集合 7 中 元 素 的 字 
二 子 群 K 的 元 素 . 
我 们 用 来 证 明 ykiy™! 属于 天 的 办 法 也 可 用 于 任何 元 素 yky!， 
其 中 属于 开 。 因此 , 我 们 得 出 结论 YKy-! 的 每 个 元 素 都 属 


@@ 同 68 页 上 的 集合 K 比 较 一 下 . 
。146。 


于 ， 并且 ,这 个 办 法 对 于 C 中 所 有 元 素 y 也 对 ;特别 假如 
是 K 中 任何 元 素 , 则 /X(70 一 属于 天. 因此 , 对 于 天 中 每 
个 ,存在 K 中 的 元 素 处 , 使 得 

外 一 yy 二 yy 或 《二 认 y7. 
这 就 证 明 : & 中 每 个 元 素 都 属于 集合 yKy™'. 所 以 K=yKy7， 


KK 是 G 的 正规 子 群 


| be ; 1 + ! 由 
{tt 1 
和 : 一 -一 / 和 
图 11.11 图 11.12 
为 了 说 明 我 们 通过 添加 关系 定义 商 群 的 一 般 的 命题 ， 我 
们 提出 这 个 例子 


(1) 我 们 取 群 G 为 “城市 街道 ” 群 ( 8t 页 ), 它 有 生成 元 
7 及 ,以 及 定义 关系 rsrm 二 1( 见 图 11.11). 

(2) 我 们 添加 关系 

ey 记忆 志 

(3) 由 这 个 新 关系 以 及 群 的 公理 直接 推出 的 G 中 等 于 了 
的 元 素 就 是 由 ?及 所 生成 的 元 素 ， 即 所 有 G 中 形 如 ”or 
的 元 素 , 其 中 mw 及 w 可 取 值 0, 土 1, 土 2,…( 即 所 有 + 及 s 
偶数 寡 生 成 的 字 ). 这 些 元 素 形成 正规 于 群 K。 它们 在 图 
11.12 中 表 成 带 〇 的 顶点 (我 们 省 略 掉 箭 头 , 因 为 ,它们 对 于 
表示 陪 集 的 分 布 不 太 重要 .) 

〈4) 商 群 G/K 由 扩大 关系 组 
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r=l, ?=1, rsr lel 

定义 。 由 前 两 个 关系 可 推出 > 一 +7!,s 一 条 ,所 以 最 后 一 个 
关系 可 写作 rsrs 一 (rs) 一 1。 读者 可 能 已 经 看 出 这 正 是 四 
群 的 定义 关系 ( 76 页 ). 


图 1 1.13 表示 商 群 6/K 的 陪 集 的 分 布 图 . 


陪 染 KK : 1; 
随 集 长 下 
器。 sK -※- 雁 - 洲 - 检 - 洲 -本 
出 染 <K ! 1 


bx0Ooo 


11.13 


练习 57 假设 群 G 具 有 相伴 的 商 群 G/K。 对 于 下 列 诸 
群 的 交换 性 ,我 们 可 以 推出 什么 结论 ? 

(a) G/K, 如 G 是 交换 群 ,(b) G/K, 如 G 是 非 交 换 群 ， 

(ce) G, 如 G/K 是 交换 群 ，(d) G, 如 G/K 是 非 交 换 群 . 


练习 58 假设 G 有 生成 元 * 及 y, 具有 定义 关系 zy 一 一 


1。 证明 G 是 非 交 换 群 . [提示 : 求 出 同 构 于 商 群 G/K 的 熟 
知 的 非 交 换 子 群 再 用 上 面 练习 的 结果 .] 
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第 十 二 章 四 元 数 群 


交换 群 的 每 一 个 子 群 都 是 正规 子 群 ， 有 没有 非 阿 贝尔 
群 ， 它 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 y 有 没有 非 阿 贝尔 群 ， 它 的 
真子 群 都 不 是 正规 子 群 ” 在 这 两 个 极端 情形 下 ,都 有 群 存在 。 
最 小 的 非 阿 贝尔 群 其 所 有 子 群 是 正规 子 群 就 是 所 谓 哈密 尔 
顿 @ 四 元 数 群 ， 其 阶 数 为 8。 而 最 小 的 非 阿 贝尔 群 它 不 具有 
真正 规 子 群 的 就 是 阶 数 为 60 的 二 十 面体 群 . 

二 十 一 面体 群 在 数学 发 展 史上 非常 有 名 是 因为 它 在 伽 罗 
华 研 究 一 般 的 五 次 方程 的 可 解 性 上 起 着 重要 作用 。 伽 罗 华 
证 明 ， 任 何 代数 方程 解 的 性 质 依赖 于 与 这 方程 相关 的 一 个 置 
换 群 ， 可 解 性 的 关键 就 在 于 由 其 正规 子 群 所 得 到 的 商 群 .对 
于 一 般 的 五 次 方程 方程 的 群 的 有 关 性 质 就 依赖 于 二 十 面体 
群 没有 正规 子 群 这 个 事实 。 我 们 将 在 附录 中 考察 二 十 面体 
群 . 

8 阶 四 元 数 群 的 基本 性 质 是 十 九 世纪 四 十 年 代 由 哈密 尔 
顿 发 现 的 。 哈 密 尔 顿 在 物理 光学 及 动力 学 方面 作出 重要 发 现 
之 后 ,把 他 的 注意 力 转 向 探索 ,如 何 把 复数 加 以 推广 ,所 谓 复数 
就 是 形 如 4 十 埃 的 数 (其 中 ;一 V 一 1)。 他 希望 这 种 广义 复 
数 可 以 用 来 表示 三 维 空间 中 的 旋转 。 象 通常 的 复数 能 用 来 表 
示 平 面 的 旋转 一 样 . 为 此 目的 ,哈密 尔 顿 发 现 必 须 引进 两 个 新 
“单位 ”i 及 人 。 内 为 通常 的 复数 是 基于 两 个 “单位 "1 及 i 之 
上 ， 哈密 尔 顿 的 推广 了 的 超 复数 就 基于 四 个 “单位 " 1， i, j， 


@@ 威廉 . 罗 文 .哈密 尔 顿 (William Rowan Hamilton 1805 一 1865). 
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; 所 以 叫 作 "四 元 数 ”"。 四 元 数 就 是 这 四 个 单位 的 线性 组 合 ， 
即 形 如 下 式 的 组 合 
9 一 “十 诊 十 i7 十 46， 
其 中 ,68,y，, 5 是 实数 。 这 些 新 复数 的 确 可 以 表示 三 维 空间 
中 的 旋转 (也 可 以 表示 四 维 空间 中 的 旋转 )。 _ 
根据 定义 ,四 元 数 单位 之 间 满 足 的 基本 关系 是 
=e7==iM=—l; 
由 此 ,我 们 可 以 推出 
订 一 信访 一 入 息 一 六 
并 且 
庆 一 一 人 人 一 一 1 这 一 一 入 
这 就 表明 ， 四 元 数 单位 是 非 交 换 的 ， 因 而 四 元 数 也 是 非 交 换 
的 .因为 三 维 空间 中 的 旋转 是 非 交换 的 。 这 个 结果 并 不 出 人 
意外 . 
四 元 数 群 2 的 八 个 元 素 是 
1, 一 1 1 一 1 1 一 1 人， 一 人 
为 了 方便 起 见 ,让 我 们 令 
1 一 oj 一 51 一 1 
于 是 a6 一 局 一 人, 且 群 2 的 定义 关系 是 
l2 一 多 一 (ab7 
其 八 个 元 素 是 
1,a,b,ab, ba, 0 a:, BD. 
为 了 得 出 四 元 数 群 的 图 象 ， 注 意 下 面 的 式 子 是 有 帮助 的 
04 一 外 一 (ap)1 一 了 
这 些 关 系 可 以 由 基本 的 群 的 关系 导出 来 . ( 详 见 练习 21 的 解 
答 .) 从 关系 a 一 2 一 7, 我们 可 以 想象 到 群 的 图 中 包含 两 个 
互相 连锁 的 四 边 形 。 四 元 数 群 2 的 图 象 如 图 12.1 所 示 。 注意 
5 线 妃 彼此 跨越 但 不 相交 ， 这 个 图 象 实质 上 是 一 个 嵌入 在 三 
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维 空间 中 的 网 络 ， 把 它 表示 在 平面 上 就 在 于 表 出 图 象 的 网 络 
的 线段 的 投影 的 交 . 

拉 格 朗 日 定理 告诉 我 们 ，0 的 任何 真子 群 必 是 2 阶 或 4 
阶 的 .唯一 的 2 阶 抽象 群 (115 页 ) 是 循环 群 C,, 而 4 阶 抽象 群 
只 有 循环 群 C4 及 四 群 ;所 以 决定 出 2 中 所 有 元 素 的 周期 有 助 
于 求 出 它 的 子 群 来 ， 用 8 的 图 象 当 作 压缩 了 的 乘法 表 , 我 们 
发 现 a 是 0 中 周期 为 2 的 唯一 的 元 素 , 了 的 周期 当然 等 于 1， 
其 他 6 个 元 素 的 周期 都 是 4。 因此 我 们 得 出 结论 ，8 包含 一 
个 同 构 于 循环 群 C; 的 子 群 ,以 及 六 个 同 构 于 C4 的 子 群 . 

剩 下 的 问题 是 ,8 中 有 没有 同 构 于 四 群 的 子 群 呢 ? 这 种 
可 能 性 必须 排除 掉 ,因为 我 们 可 以 回忆 一 下 ,四 群 中 有 三 个 周 
期 为 2 的 不 同 元 素 ( 见 76 页 ). | 

我 们 断言 : 非 交 换 群 2 的 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 .首先 ， 
我 们 考察 唯一 的 2 阶 子 群 

H = {1, 4a}, 


决定 它 是 否 是 正规 子 群 。 我 们 的 方法 就 是 把 2 同 态 映 到 群 - 


08* 上 , 使 得 妃 映 到 2* 的 单位 元 素 上 .正如 第 十 一 章 的 例子 


群 睦 到 X 上 ， 我 们 医 加 关系 a 一 7, 从 而 把 如 映 到 TT 上， 这 
一 组 扩大 的 关系 
(1) T= =h = (ab) 
定义 某 个 商 群 9*. 刀 是 9 的 正规 子 群 当 上 且 仅 当 0* 是 4 阶 群 
也 即 , 当 且 仅 当 9* 的 元 素 是 2 关于 2 阶 子 群 瓦 的 陪 集 。 事 
实 上 ,我 们 的 确认 出 这 组 扩大 的 关系 (1) 就 是 四 群 的 一 组 定义 
关系 。 因 此 ， 互 是 @ 的 正规 子 群 。 六 个 4 阶 循 环 群 也 是 正规 
子 群 ,因为 9 的 阶 数 为 2 x 4( 见 练习 52 137 页 )， 因 此 非 阿 
贝尔 群 0 的 所 有 子 群 是 正规 子 群 @. 

任何 非 阿 贝尔 群 如 其 所 有 子 群 都 是 正规 子 群 就 称 为 哈密 
尔 正 属 ， 四 元 数 群 是 阶 数 最 小 (8 阶 ) 的 哈密 尔 顿 群 ， 能够 证 
明 ， 任 何 有 限 的 哈密 尔 顿 群 可 以 由 四 元 数 群 及 阿 贝尔 群 通过 
作 直 积 得 出 来 。 


@@ 由 这 个 讨论 不 能 够 得 出 : 如果 万 是 6G 的 正规 子 群 , 则 G 中 同 构 于 已 的 任 
何其 他 子 群 也 是 正规 子 群 . 在 第 十 三 章 中 将 要 讨论 的 群 5 有 四 个 于 群 
局 构 于 四 群 ,但 其 中 只 有 一 个 是 3 的 正规 于 群 . 


第 十 三 章 ”对称 群 与 交代 群 


现在 我 们 来 更 仔细 地 考察 一 已 知 有 限 集合 到 自身 上 的 所 
有 了 映射 所 构成 的 群 ， 这 种 群 称 为 对 称 群 如 果 已 知 集合 有 > 
个 元 素 ,其 相应 的 对 称 群 就 用 5, 表示 . 

假设 已 知 集合 只 含 二 个 元 素 , 那么 组 成 相应 的 对 称 群 3 
的 映射 或 置换 是 什么 虽 ? 这 个 群 只 有 两 个 映射: 


2 和 
(1 2) 2( 小 
这 两 个 映射 可 以 几何 地 解释 为 一 个 线段 到 其 自身 的 重合 运 
动 , 见 图 13.1。 这 个 重合 运动 群 是 循环 群 C,, 因此 9 同 构 于 
C2. > 


1 一 1 一 一 2 


1 一 -一 2 2 一 -一 ! 
13.1 


其 次 , 我 们 来 考虑 53。 假 如 我 们 把 一 集合 {a。 43, a3} 映 
” 到 其 自身 上 , 对 于 a 的 像 我 们 有 三 种 选 法 : 即 a1, a 或 a3. 当 
选 定 任何 其 中 一 个 之 后 。 我 们 由 剩 下 的 两 个 元 素 中 选取 a 的 
像 .〈 因 为 映射 是 一 对 一 的 ， 所 以 o; 的 像 只 有 两 种 可 能 .) 最 
后 ,对 于 os 的 像 元 素 , 只 有 一 种 可 能 的 选择 .因此 ,三 元 素 集 
合 到 自身 上 的 不 同 映射 共有 六 种 ,它们 是 


(: 2 ;) C 2 划 (: 2 2) 
123/\231/\31 2/ 
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人 于 1 
(, 2 1 (3 ’ a 3 2) 


这 些 映 射 可 以 几何 地 解释 为 等 边 三 角形 的 重合 运动 (图 
13.2). 我 们 认识 这 个 群 就 是 二 面体 群 Ds. 因 此。3s 同 构 于 P 


pa 六 六 
BA OA BA 


图 13.2 
关于 54, 我 们 提出 下 列 的 命题 ， 但 是 不 给 证 明 也 不 进 一 
步 说 明 . 
(1) 一 个 立方 体 的 所 有 重合 运动 的 集合 是 同 构 于 5 的 
群 ， 
(2) 一 个 正八 面体 的 所 有 重合 运动 的 集合 是 同 构 于 54 的 
群 . 
(3) 这 两 个 多 面体 群 (126 页 ) 都 同 构 于 54 这 个 事实 与 
下 面 的 事实 有 关 : 立方 体 及 正八 面体 是 对 偶 图 形 .@ (其 他 的 
对 偶 多 面体 见 附录 .) 
一 般 来 讲 ,已 知 一 个 集合 {a a，*…， a,} 把 它 映 到 自身 
@ 立方 体 的 六 个 面 是 正方 形 ,这 些 正方 形 的 中 心 构 成 一 个 正八 面体 , 即 一 个 
有 八 个 面 (全 等 的 等 边 三 角形 ) 及 六 个 顶点 的 多 面体 . 反之 ,一 个 正八 面体 
的 八 个 面 的 中 心 构成 一 个 立方 体 的 项 点， 我 们 就 说 这 两 个 多 面体 互相 对 
侦 ; 某 个 多 面体 的 重合 运动 也 是 另 一 个 多 面体 的 重合 运动 。 一 个 四 面体 


是 自 对 偶 多 面体 。《〈 见 新 数学 从 书 (NML)》 中 第 十 卷 ，O. 奥 尔 《Ore) 
所 著 < 图 及 其 用 途 > (Graphs and Their Uses 的 100 一 106 页 .》 
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上 , a1 的 像 元 素 有 ?= 种 选 法 , a; 的 像 有 7 一 1 种 选 法 ,…… ， 
最 后 , a, 的 像 元 素 只 有 唯一 一 种 可 能 的 选取 ， 因 为 # 一 1 个 
元 素 已 经 被 指定 为 像 了 .所 以 ,对 称 群 包 含有 
n(n—1)n—2)...3.2:.1 
. 种 不 同 的 映射 或 者 置换 .假如 我 们 引入 记号 
zz 一 1)(z 一 2) 3.2.1 一 21， 
其 中 x1 读 作 ”“> 的 阶乘 ”, 则 我 们 就 可 以 说 5, 的 阶 是 1. 


对 称 多 项 式 

对 称 群 与 对 称 多 项 式 密切 相关 。 作 为 两 变量 对 称 多 项 式 
的 例子 ,考虑 _ 

d= (x — a)’, 
4 的 值 依 赖 于 x 及 x 的 值 ， 然 而 , x 与 x 对 换 使 得 4 的 值 
不 改变 . 在 4d, 中 使 x 与， 对 换 实际 上 意味 着 , 先 把 集合 {x 
*} 映 到 自身 上 使 得 x 一 x, x 一 x, 然后 ,把 4 的 多 项 式 表 
达 式 中 的 每 个 元 素 换 成 其 像 元素 。 因为 {x1, x,} 到 其 自身 上 
的 映射 只 有 两 个 ; . 
ea tp 

所 以 , 当 招 元 素 替 换 记 对 称 悦 5, 中 任何 映射 下 的 像 时 , 必 保 振 
不 变 . 

三 变量 对 称 多 项 式 的 例子 可 举 

由 一 (xi 一 zxi 一 za 一 2) 

容易 证 明 ; 当 mm，za， xs 替换 成 对 称 群 5; 中 的 任何 映射 下 的 像 
时 , ds 的 值 保持 不 变 . 

一 般 来 说 , ” 变量 对 称 多 项 式 是 一 个 多 项 式 , 当 w 个 变量 
替换 成 对 称 群 5, 中 的 任何 映射 (或 置换 ) 的 像 时 ， 其 值 保 持 
不 变 . 
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对 换 

如 果 我 们 用 一 种 特殊 的 循环 一 所 谓 对 换 来 表示 对 称 群 
的 元 素 ， 那 么 对 称 群 的 结构 的 有 趣 的 特性 就 变 得 十 分 明显 . 
我 们 在 第 十 章 中 证 明 ， 有 限 集合 到 自身 上 的 任何 映射 可 以 表 
示 为 不 同 元 素 的 循环 的 相继 ;例如 


和 
(2 机 号 这 3) = (124)C35). 


循环 (124) 含有 三 个 不 同 的 记号 ,而 (35) 只 含 两 个 不 同 的 记 
号 .只 含 两 个 不 同 的 记号 的 循环 称 为 对 换 , 我 们 将 证 明 每 个 
循环 可 以 表示 为 一 串 对 换 。 因 为 对 称 群 中 的 每 个 映射 均 可 表 
为 循环 的 乘积 。 由 此 就 可 推出 对 称 群 中 的 每 个 元 素 可 表 为 一 
串 对 换 . 
作为 说 明 , 我 们 断言 (124) 一 (12)(14)。 为 验证 它 , 我 
们 回 到 记号 1, 2, 4 的 映射 : 《了 ) ( 下 
(12) (14) (12)(14) 
1 一 2 跟着 2 一 2， 总 结果 是 1 一 2， 
2~1 跟着 1 一 14， 总 结果 是 2 一 4， 
4 一 4 跟着 4 怀 1， 总 结果 是 4 一 1， 
因此 (12) (14) 的 总 结果 是 1 一 2, 2 一 4,4 一 1， 也 就 是 循 
环 (124), 这 就 是 我 们 的 断言 . | 
任何 三 个 不 同 记号 的 循环 都 可 以 表示 为 两 个 对 换 相继 : 
(abc) = (ab)(ac). 
同样 ,四 个 记号 的 循环 可 以 表 为 三 个 对 换 : 
(abcd) = (ab)(ac)(ad). 
一 般 来 说 , ”个 记号 的 循环 可 以 表 为 (” 一 1) 个 对 换 相继 : 
(eta an) = (a43) (a103)* (aian)。 


练习 59 证 明 : 假如 一 个 ”个 记号 的 置换 表示 为 r 个 
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- 本 
循环 相继 ,这 ” 个 循环 有 ?= 个 记号 互 不 重复 , 则 这 置换 可 表 为 
# 一 了 个 对 换 相继 . 


注意 : 一 个 映射 或 置换 表示 成 对 换 相继 的 方式 并 不 唯 


一 .例如 ,映射 
ME 
可 以 表示 为 


(123) 一 (12)(13) 或 (231) 一 (23)(21) “ 
或 (312) 一 (31)(32). , 
我 们 注意 到 这 些 表 法 中 对 换 的 数目 都 相同 。 因 些 , 我 们 可 以 
“ 猜想 :对 换 的 数目 是 一 个 映射 或 置换 的 特征 。 但 是 ,可 以 举 出 
例子 证 明 对 换 的 数目 不 是 一 个 置换 的 固定 特征 ,考虑 
(12)(13)(23) = (13). 
事实 上 , 有 无 穷 多 种 方式 把 一 不 名 换 表 成 对 换 之 乘积 .. 我们 
只 须 考虑 下 列 恒等式 
(ab)(ab) = 1 及 (ab) = (ca)(cb) (eo). 

下 面 我 们 证 明 : 一 个 已 知 置换 表示 成 对 换 的 乘积 的 无 穷 
多 种 表 法 中 或 者 包含 偶数 个 对 换 ， 或 者 包含 奇数 个 对 换 。 考 
虑 变量 x+,, x;, za 的 多 项 式 

i (xi a za) x 和 x3) (x 2 xa)。 

《我 们 只 限于 讨论 三 个 变量 的 情形 ,但 是 这 个 推理 的 方式 可 马 
上 推广 到 ” 个 变量 的 情形 . ) 注意 g; 是 怎么 造 出 来 的 。 它 是 
所 有 差 nm 一 xx(i 二 名 的 乘积 。 显然 , 变数 的 偶数 个 对 换 使 
8 保持 不 变 ,而 任何 奇数 个 对 换 使 8 变 成 一 sa。 现在 考虑 三 
个 变量 xm， x,, x 的 任何 置换 ,或 者 说 , 三 个 指标 1, 2, 3 的 任 
何 置换 ， 这 种 置换 每 个 都 是 S: 的 元 素 , 故 可 以 是 对 换 的 相继 。 
假如 , 一 个 特殊 的 置换 ”使 得 gs 不 变 ， 则 # 表示 成 任何 对 换 
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时 ,必定 由 偶数 个 对 换 构成 . 假如 把 @ 变 成 一 gs, 则 p 表示 
成 对 换 时 , 必定 由 奇数 个 对 换 构成 ， 于 是 ,我们 得 出 结论 , 一 
个 置换 不 能 表示 为 偶数 个 对 换 ,同时 又 能 表示 为 奇数 个 对 换 . 

一 个 置换 称 为 偶 置换 ， 如 果 它 表 为 对 换 的 任何 一 个 表示 
， 的 对 的 数 是 偶数 ,反之 称 为 奇 置换 。 恒 等 置 换 被 考虑 为 偶 置 
换 , 因为 它 不 包含 对 换 。 一 个 置换 的 奇偶 性 与 表 成 对 换 的 特 
殊 表 示 法 无 关 . 


练习 60 证 明 ”个 记号 的 集合 的 任何 置换 可 表示 为 只 
含 # 一 1 个 对 换 (are?)，(acas)，… ，(aas) 的 乘积 ， 由 此 推 
出 这 一 1 个 对 换 可 取 为 对 称 群 5, 的 生成 元 的 集合 . [提示 : 
利用 恒等式 (a6) = (ca)(cb)(ca).] 


交代 群 

特别 有 趣 的 是 ”= 个 记号 的 集合 的 所 有 偶 置换 所 成 的 集合 
A+。 显然, 4, 是 5, 的 一 个 子 群 . 为 了 证 明 这 个 命题 ,我 们 来 
验证 4。 满足 子 群 的 两 个 试验 条 件 。 

《1) 封闭 性 : 如 果 包 及 妃 是 4。 的 置换 ， 它 们 分 别 可 以 
表 成 了 1 个 及 12 个 对 换 ， 则 它们 的 乘积 pp 可 以 表 成 1 十 7 
个 对 换 、 如 果 mm 及 请 均 为 偶数 ， 则 mm 十 m3 也 是 偶数 ， 因 此 
我 们 得 出 pip, 是 偶 置 痪 ,所 以 属于 4。 中 。 

(2) 逆 元 素 : 如 果 一 置换 《在 5, 中 ) 有 逆 元 素 p”', 则 
pp”!' 一 了 只 能 够 表 为 偶数 个 对 换 , 因 为 工 是 偶 置换 .因此 ,如 
?是 偶 置换 , 则 p™! 必然 也 是 偶 置换 ; 也 就 是 说 , 4， 的 每 个 元 
素 在 4, 中 有 一 个 逆 元 素 . 

5 的 子 群 4。 称 为 交代 群 . 当 我 们 讨论 交代 多 项 式 时 ,这 
样 叫 的 理由 将 很 快 就 清楚 了 . 

5 的 阶 是 w1《 见 155 页 )。 我 们 断言 4, 的 阶 是 1/2n1， 
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ee 


证 明 : 命 “为 对 称 群 5,(n > 1) 的 任何 对 换 ， 比 如 说 
4 一 (12) 一 《12)(G3)(4)…(n)， 把 5, 中 的 每 个 元 素 左 边 乘 

一 (12)。 结果 得 到 的 z1 个 元 素 的 集合 包含 5, 中 所 有 
元 素 而 没有 重复 .( 根 据 39 页 定理 1, 我 们 知道 这 事 是 对 的 .) 
但 是 , 5, 中 的 每 个 偶 置换 与 元 素 (12) 的 乘积 是 个 奇 置换 ,而 
奇 置换 与 (12) 的 乘积 是 个 偶 置换 。 因 此 , 奇 置换 的 集合 与 偶 
置换 的 集合 相互 之 间 有 一 个 一 对 一 的 映射 。 而 这 只 当 侦 置换 
与 奇 置 换 的 数目 相等 时 才 有 可 能 。 因此 ，4 的 阶 为 1/2n1， 
这 就 是 我 们 的 断言 。 

在 练习 52 中 已 经 证 明 ， 如 果 G 是 24 阶 群 ， 瓦 是 > 阶 子 
群 , 则 互 是 c 的 正规 子 群 .因为 4。 的 阶 是 1/2z1 ,S。 的 阶 是 
zl ,我 们 得 出 结论 : 交代 群 4。 是 对 称 群 5, 的 正规 子 群 ， 我 
们 曾经 指出 ， 对 称 群 及 正规 子 群 在 关于 代数 方程 的 可 解 性 的 
伽 罗 华 理论 中 起 着 基本 的 作用 。 交代 群 4, 也 是 该 理论 的 基 
本 组 成 部 分 . 


A 的 几何 表示 

对 称 群 53 同 构 于 二 面体 群 D3; 见 154 页 。 所 以 5 可 以 
几何 地 表 为 等 边 三 角形 的 对 称 或 重合 运动 ; 43 是 1/231 一 3 
阶 子 群 ,包含 所 有 5; 的 偶 置 换 。 图 13.3 中 的 第 一 行 三 角形 的 
位 置 对 应 于 偶 置 换 , 或 者 三 角形 的 顶点 的 偶数 个 对 换 。 读者 
可 以 把 顶点 的 对 换 解释 为 关于 某 一 高 线 的 翻转 .图 中 第 一 行 
的 三 角形 的 位 置 都 是 经 过 偶数 个 翻转 得 到 ， 第 二 行 的 三 角形 
的 位 置 都 是 经 过 奇数 个 翻转 得 到 。 


交代 多 项 式 . 
交代 群 和 交代 多 项 式 之 间 有 着 密切 关系 。 在 我 们 以 前 讨 
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2 3 
偶 置换 2 2 
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3 2 
(123)= (12) (13) (2) = (9 (9 


2 3 1 
pi es 
(9) (9) (12) 
图 13.3 
论 奇 置换 及 侦 置 换 时 , 我 们 引入 过 交代 多 项 式 gs。 作为 两 变 
量 交代 多 项 式 的 例子 ,考虑 
B11 XY 


如 把 x 与 zm 互 换 或 者 对 换 奇 数 次 , 则 8 变 成 一 g2; 但 如 把 x 
与 *, 对 换 偶 数 次 , 则 g 不 变 。 两 个 变量 与 x 的 所 有 置换 
的 集合 是 对 称 群 5,, 所 以 我 们 可 以 把 关于 g; 一 x 一 * 的 观 


Bn = (x 一 xX)(xi 一 x3) 1 一 xm 一 ze) 

x3 — x3) x2 — x4) (za 一 xno) 

(ma — #4)"* "(x3 一 xn) 

“(x 一 zw). 
在 代 性 4 中 的 十 拘 之 下 ,多 项 式 久 不 李 , 而 5. 的 过量 

换 把 8 变 成 一 6 

我 们 简单 地 讨论 一 下 四 面体 群 〈 见 124 页 ) 44 的 有 趣 性 
质 来 结集 我 们 这 节 交 代 群 的 讨论 ,我们 所 要 讨论 的 主题 是 关 
于 拉 格 朗 日 定理 的 逆 定 理 。 我们 在 96 页 普 问 这 样 的 问题 ;如 
果 群 G 的 阶 为 g, 如 4 是 8 的 因子 ,那么 G 中 是 否 存在 4 阶 的 
子 群 呢 ? 44 可 以 用 来 证 明 , 这 个 逆 定 理 并 不 成 立 ， 4 是 12 
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阶 群 ,但 它 没有 6 阶 子 群 。 因 此 ， 拉 格 朗 昌 定理 的 逆 定 理 不 
成 立 . 

但 是 , g 阶 群 G 有 名 阶 子 群 (其 中 4 是 8 的 因子 ) 的 充分 
条 件 由 下 面 的 西 洛 Q@ 《Sylow) 定理 给 出 : 

假设 是 8 阶 群 ,4 是 8 的 因子 ,如 一 加 , 其 中 是 素 
数 , ”是正 整 数 , 则 c 有 一 个 6 阶 子 群 . 

“44 是 12 阶 群 , 12 的 素 因子 是 2 及 3, 所 以 由 西 洛 定理 
可 以 推出 4 有 阶 数 为 2, 2 及 3 的 子 群 ,但 不 能 推出 4 有 6 
阶 子 群 ， ， 

我 们 列 出 44 没有 6 阶 子 群 的 证 明 步 骤 的 大 要 ,请 读者 补 
出 证 明 的 细节 ， 

《1) 44 的 所 有 元 素 (除了 1) 周期 或 者 为 2 或 者 为 3.( 提 
示 : 考虑 把 44 的 任何 元 素 考虑 为 循环 形式 。 见 练习 62.) 

《2) 44 的 正规 子 群 中 没有 周期 为 3 的 元 素 。《〈 提 示 : 证 
明 任 何 把 44 中 周期 为 3 的 元 素 映 到 工 的 同 态 必 定 把 整个 群 
441 映 到 I 上 .) 

(3) 44 中 的 周期 为 2 的 元 素 的 集合 组 成 四 群 〈 阶 数 为 
4). 

《4) 因为 44 的 任意 真正 规 子 群 只 包含 周期 为 2 的 元 素 ， 
所 以 这 种 正规 子 群 的 最 大 可 能 阶 数 是 4， 


练习 61 证 明 命题 (5); 也 即 证 明 44 没有 6 阶 子 群 .( 当 
然 要 用 到 前 面 四 条 命题 . 》 


练习 62 考虑 记号 a, b,c, 4 的 置换 的 集合 。 证明 


@ 工 . 西 洛 是 挪威 数学 家 ， 他 在 1872 年 发 表 这 个 定理 。 在 这 之 前 ， 柯 西 
《Cauchy) 曾 证 这 个 定理 的 特殊 情形 = = 1。 


和 


(a) 如 果 z 一 (abe)， 则 一 1; (b) 如 果 # 一 (a6)(ed)， 
则 2 二 1 
[这 个 练习 与 上 面 命题 (1) 有 关 .] 


在 代数 方程 的 可 解 性 理论 中 ， 一 个 重要 的 交代 群 是 4;， 
即 五 个 记号 的 交代 群 。 这 群 是 二 十 面体 群 , 它 是 不 具有 真正 


规 子 群 的 最 小 的 非 阿 贝尔 群 .读者 在 附录 中 可 以 找到 关于 群 


4s 及 其 图 象 的 一 些 论述 ， 


第 十 四 章 道 路 群 


空间 中 的 道路 

我 们 在 本 章 中 将 讨论 道路 群 ， 我 们 的 目的 是 阐明 拓扑 问 
题 如 何 自然 地 得 出 由 生成 元 及 关系 表示 的 群 的 定义 ， 与 道路 
群 相连 系 的 概念 的 提出 很 大 程度 上 依赖 于 读者 的 空间 直觉， 

我 们 来 考虑 闭 道 路 ， 其 始点 及 终点 都 是 空间 中 的 某 个 固 
定点 P(“ 原 点 *)， 注 意 , 我 们 用 “道路 * 而 不 用 “曲线 "这 词 是 
为 了 强调 我 们 也 要 郑 虑 沿 着 道路 的 一 定 的 方向 。 这 与 我 们 讨 
论 群 的 图 象 中 沿 定向 线 取 的 道路 是 协调 一 致 的 。 我 们 不 管道 
路 的 形状 ， 相反 ,我 们 对 改变 一 条 道路 的 形状 的 可 能 后 果 却 
感到 兴趣 .我 们 把 过 P 点 的 两 条 道路 a 及 o 称 为 “相等 或 
“相同 的 道路 ”, 假 如 我 们 可 以 通过 连续 的 变化 把 a 变形 为 a. 
我 们 已 经 把 这 种 道路 描述 为 “ 托 扑 等 价 ”( 见 55 页 )， 表 示 这 
种 相等 的 另 一 个 词 是 “ 同 伦 *; “相等 的 ”道路 a 及 4 称 为 同 
伦 . 

年 一 看 ,好 象 通过 P 的 所 有 闭 道路 都 相等 ,或 同 伦 。 如 我 
们 在 “ 空 的 ”空间 中 取 一 点 P, 则 通过 的 任何 闭 道路 可 以 连 
续 地 缩 为 点 P。 但 是 ,如 果 我 们 的 空间 含有 “障碍 ”, 这 就 不 成 
立 了 ， 例 如 ,我 们 限于 讨论 平面 的 情形 , 展 设 我 们 要 求 道路 不 
许 通过 平面 中 已 给 的 某 个 固定 贺 盘 , 则 任何 闭 道路 a 能 够 连 
续 地 缩 成 原点 P, 只 要 道路 “, 不 包围 这 个 固定 圆 盘 ， 可 是 , 包 
围 这 个 回 盘 的 道路 w 不 能 思 续 地 收 信 到 原点 ?而 不 通过 林 
区 ,同时 它 也 不 能 变形 成 a,( 见 图 14.1). 
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图 14.1 14.2 


空间 中 的 道路 的 二 元 运算 

现在 我 们 考虑 三 维 空间 中 的 闭 道路 ， 我 们 定义 始 于 固定 
点 P 的 任意 两 条 闭 道路 a 及 a( 图 14.2) 的 二 元 运算 如 下 : 

(a) 把 道路 a 的 终点 从 P 挪 开 (图 14.33); 

《b) 把 道路 ;的 始点 从 P 挪 开 (图 1 4.3b); 

(ec) 把 a 的 终点 粘 到 a 的 始点 上 ;结果 是 闭 道路 。 (图 

14.3c). 

我 们 把 。 称 为 ,及 a, 的 乘积 , 写作 aa 一 5。 不 难 验证 , 这 
.个 运算 是 结合 的 . 

我 们 的 目的 是 造 一 个 群 ,其 元 素 是 同 伦 道路 的 集 或 类 , 因 
此 ,我 们 需要 道路 类 之 间 的 二 元 运算 . (两 个 闭 道路 属于 同一 
类 当 且 仅 当 它们 可 以 连续 地 相互 变形 . ) 在 讨论 道路 类 时 , 我 
们 用 一 类 中 的 某 一 个 元 素 作为 整个 类 的 代表 .〔 这 个 办 法 类 
似 于 我 们 过 去 处 理 同样 情况 时 所 采用 的 办 法 ;例如 , 16 页 ,我 
们 用 一 个 旋转 代表 旋转 的 集合 4, 以 及 67 页 。 我 们 用 一 个 


(a) (b) (9 
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字 代 表 一 类 等 价 的 字 . ) 于 是 , 我 们 定义 两 个 同 伦 道 路 类 的 乘 、 
积 如 下 : 假如 a 是 第 一 类 的 任意 道路 , a; 是 第 二 类 的 任意 道 
路 , 且 b 一 sa; 是 这 两 条 道路 的 乘积 , 则 所 有 同 伦 于 5 一 “2 
的 所 有 道路 所 成 的 类 是 两 个 类 的 乘积 . 

我 们 应 该 检查 一 下 这 个 定义 的 确 是 确切 明白 的 ， 也 就 是 
说 , 两 类 的 乘积 不 依赖 于 两 类 中 代表 的 道路 的 特殊 选取 。 假 
设 a 及 a 是 任意 两 个 道路 , 且 4 一 a02。 设 洁 为 ol 同一 类 
中 的 任意 道路 (at 可 连续 变形 成 w) , oz 为 m 同一 类 中 的 任 
意 道路 ， 则 我 们 的 空间 直觉 告诉 我 们 : 积 道路 从 一 必 必 同 
伦 于 道路 6 = we。 因此 ， 两 类 的 乘积 不 依赖 于 代表 该 类 的 
特殊 道路 a 及 w 的 选取 . 


二 
图 14.4 


现在 ,我 们 在 空间 中 引入 “障碍 *， 假设 我 们 的 道路 可 以 
穿 过 三 维 空间 中 的 所 有 点 。 除 了 一 个 特殊 闭 曲 线 上 的 点 外 。 
(为 了 确定 起 见 ,可 以 把 4 想象 为 一 个 圆周 . ) 如 果 把 4 想象 为 
由 不 可 穿 透 的 物质 构成 的 。 对 于 我 们 所 讨论 的 东西 的 直觉 党 
所 会 有 帮助 .去 掉 4 的 点 后 剩 下 的 三 维 空间 的 点 集 称 为 流 形 . 
让 我 们 考察 以 流 形 上 一 点 为 始点 及 终点 的 闭 道路 ， 并 决定 
它们 的 同 伦 类 。 我 们 只 考虑 穿 过 流 形 的 道路 , 把 4 当 作 不 可 
穿 透 的 障碍 。 至 少 有 两 个 本 质 上 不 同 的 情况 , 由 图 14.4 中 
的 道路 a 及 所 代表 (4 的 图 中 的 缺口 表示 道路 由 4 上 
面 通过 , a; 的 图 中 的 缺口 表示 w 由 4 下 面 通过 ): 

(ay 道路 a 可 由 连续 变形 缩 成 P。 
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(b) 道路 ,不 能 连续 变形 成 P 而 不 穿 过 这 不 可 穿 透 的 障 
碍 . 

因此 ， 至 少 存在 两 个 过 P 点 的 闭 道 路 的 同 伦 类 ， 一 类 包含 可 
缩 到 P 的 道路 ,表示 为 [11; 第 二 类 包含 可 连续 变形 成 a 但 是 
不 能 缩 成 P 的 道路 ,表示 为 [a]。 类 [a] 中 的 道路 绕 4 一 次 . 

我 们 已 经 用 记号 [a] 表 示 同 伦 于 4 的 所 有 道路 的 集合 ,也 
即 所 有 道路 具有 环绕 贺 4 一 次 的 性 质 , 如 图 所 示 。 这 个 集合 
或 类 中 任意 一 条 道路 可 以 取 作 整 个 类 的 代表 ,我 们 以 后 用 。 
表示 这 个 代表 (不 必 把 我 们 限制 于 任何 特殊 的 道路 上 )。 一般 
来 说 ,和 如果 是 任何 道路 , [p] 将 表示 同 伦 于 的 道路 类 ， 


道路 的 逆 元 素 

我 们 来 证 明 ， 对 于 流 形 中 每 个 同 伦 道 路 类 ， 存 在 一 个 类 
[5417', [51 的 逆 元 素 , 使 得 [5] 中 任何 道路 与 [4]-: 中 的 任何 
道路 的 乘积 产生 出 [7] 中 的 道路 . 换 句 话说。[7] 可 以 作为 
以 同 伦 道路 类 为 元 素 的 群 的 单位 元 素 . 

我 们 首先 描述 个 别 道路 的 逆 元 素 ， 然 后 证 明 逆 元 素 的 类 
不 依赖 于 代表 . 如 4。 是 通过 P 的 任何 道路 ,我 们 用 5! 表示 道 
路 5 仅仅 改变 一 下 方向 ,我 们 证 明 , 对 于 任意 道路 4, 2 及 

. 5-% 是 [11 中 的 道路 . 


图 14.5 


考虑 , 例如 图 14.5 中 的 道路 a。 我 们 已 经 划 出 一 条 虚线 
为 其 逆 元 素 .实际 上 , 虚线 及 实 线 应 该 重合 但 方向 相反 ; 我 
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们 把 它们 稍稍 分 开 一 点 点 为 的 是 能 够 把 每 条 线 都 看 清楚 . ) 我 
们 用 以 前 描述 的 方法 造 乘积 ee- 及 ale. 结果 得 到 的 道路 如 
图 14.6a 及 14.6b。( 同 样 ， 其 中 每 一 条 实际 上 是 由 一 条 由 P 
出 发 的 道路 和 相 重 的 回 到 P 的 道路 构成 ， 但 是 ,我们 把 这 两 
部 分 分 开 . ) 我 们 现在 看 出 ， 不 管道 路 ? 怎么 绕 出 和 绕 进 这 个 
障碍 , pp-! 及 p-!p 都 能 缩 成 一 点 。 同样 显然 ,乘积 pp"! (或 
pp) 中 的 每 个 因子 可 以 换 成 任何 等 价 于 它 的 道路 ; 因此 , 假 
如 45 同 伦 于 p,c 同 伦 于 p"!, bc 可 缩 成 P, bc 属于 [7]. 所 
以 ， 同 伦 道 路 [p1 的 类 的 逆 元 素 是 所 有 同 伦 于 p7! 的 道路 的 
集合 .于 是 ,如 前 所 定义 的 ,任何 类 及 其 逆 元 素 的 乘积 肯定 是 
类 [11.。 我 们 留 给 读者 证 明 [7] 是 单位 元 素 ， 即 [7][2] = 
[51L1] 一 [5], 其 中 [2] 是 任何 同 伦 道路 类 . 


图 14.7 图 14.8 


现在 ,让 我 们 考察 一 下 由 aa 或 a? 所 代表 的 道路 类 . 因为 
类 的 乘积 [a] * [a] 不 依赖 于 特殊 代表 的 选取 , 我 们 造 类 [a] 
中 两 个 不 同道 路 的 乘积 ;这 些 道路 在 我 们 的 图 中 (图 14.7) 记 
作 “ 及 a*。 我 们 记得 乘积 **e 是 通过 把 a* 的 终点 与 4 的 始 
点 粘 起 来 而 得 到 的 ; 见 14.8. 我 们 观察 到 按照 下 面 的 顺序 从 4 
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上 面 或 下 面 通过 (按照 箭头 的 方向 ); 由 了 开始 , 从 4 上 面 通 
过 ， 从 4 下 面 通过 ， 从 4 上 面 通过 ， 从 4 下 面 通过 ; 回 到 P. 
因此 ,道路 a*a 或 2, 环绕 4 转 二 图. 它 可 以 变形 成 如 图 14.9 
所 示 的 道路 ,显然 , 它 不 能 变形 成 类 [7] 的 道路 或 类 [a] 的 道 
路 . 道路 a 属于 一 个 新 的 类 ,我 们 记 作 [a?] 或 fa]?。 这 个 类 
的 逆 元 素 [a-?] 一 [4] 可 以 用 沿 着 道路 a? 相 反 的 方向 环绕 
4 转 二 图 的 道路 来 代表 .。 换 名 话说 ,道路 a- 离开 P 后 ,首先 
从 4 下 面 通过 ,然后 从 4 上面 通 过 ,然后 再 从 4 下 面 通过 ， 
最 后 从 4 上 面 通过 再 回 到 PP, 


Ke 


14.9 


我 们 用 [a 上 表示 同 伦 于 La?] 中 的 一 条 道路 与 [e] 中 的 
一 条 道路 的 乘积 的 道路 类 . 不 难看 出 [*] 中 的 道路 环绕 4 
转 三 次 , [a1” 是 沿 着 相反 的 方向 环绕 4 转 三 次 。 同 样 ,我们 
可 以 造 出 类 [a1, [a]™,[ aB’, [a]™,………. 

我 们 的 流 形 中 的 道路 的 所 有 同 伦 类 的 集合 按 下 列 方式 构 
成 群 . 

群 的 元 素 ”能 够 连续 互相 变形 的 闭 道路 的 类 ， 这 些 道路 
全 部 在 由 4 所 决定 的 流 形 内 ,并 且 全 都 以 P 为 其 始点 及 终点 。 

结合 的 二 元 运算 ”通过 把 前 面 一 条 代表 道路 的 终点 粘 到 
后 面 一 条 代表 道路 的 始点 ,把 群 的 元 素 相继 的 连接 起 来 . 

单位 元 素 ”可 以 连续 变形 成 P 的 闭 道路 类 [7]. 

逆 元 素 ”对 应 于 每 个 道路 类 ,存在 唯一 的 逆 元 素 类 ,使 得 


1 168， 


这 两 类 中 任何 代表 元 素 的 乘积 属于 [7]. 

这 个 群 中 的 元 素 是 

[ea [aa [al [fa Lal, LaF, +**, 
显然 ,这 个 群 由 类 [a] 生成 ,并 同 构 于 无 限 循环 群 C。. 


由 两 个 圆周 所 诱导 的 流 形 

其 次 ， 我 们 考察 由 两 个 互 不 相交 也 互 不 环 连 的 圆 局 所 诱 
导出 的 流 形 中 的 道路 , 见 图 14.10。 我 们 的 流 形 现在 包含 空间 
中 除去 两 个 圆周 4 与 也 以 外 所 有 的 点 。 同 前 面 一 样 , 我 们 考 
虑 这 个 流 形 之 内 的 ， 以 流 形 中 某 一 固定 点 了 为 始点 及 终点 的 
所 有 闭 道路 ， 只 环绕 一 个 圆 局 的 闭 道路 的 类 型 我 们 已 经 讨论 
过 . 我 们 把 只 环绕 4 的 闭 道路 类 记 作 [a], [a 了 ,…, 把 只 
环绕 8B 的 闭 道路 类 记 作 [4], [527,*……。 一 种 新 型 的 道路 是 
既 环 绕 4 也 环绕 B 的 道路 。 我 们 来 求 道路 o6 及 2a, 然后 研 
究 这 些 道路 是 否 可 以 连续 变形 成 另外 一 些 道路 。 这 就 等 价 于 
决定 与 我 们 新 流 形 相关 的 道路 群 是否 可 交换 ， 


14.10 


为 了 求 出 道路 ab, 我 们 把 [e] 中 的 一 条 道路 。 的 终点 粘 
到 [5] 中 的 一 条 道路 上 的 始点 上 ; 见 图 14.11， 注 意 序列 
从 4 上 面 ,从 4 下 面 从 B 上 面 ,从 B 下 面 
人 
类 似 ,我 们 可 造 出 道路 po; 见 图 14.12。 
我 们 把 着 道路 的 观念 推广 到 我 们 的 新 流 形 上 ， 我 们 把 治 


+169+ 


图 14.12 
着 与 箭头 方向 相反 的 通过 ba 的 道路 称 为 ba 的 逆 道路 ， 记 作 
《4a)"!。 我 们 留 给 读者 去 想象 
(ba) (ba)™! 及 (6a) (ba) 
这 两 条 道路 都 收缩 到 P; 它们 都 在 类 [1] 中 。 读者 还 可 以 由 
图 14.13 来 验证 
(be) = ap, 

现在 ,我 们 来 考虑 可 交换 性 问题 : 4a4b 是 否 与 ba 相等 ; 即 
道路 a2 能 够 连续 变形 成 道路 54 吗 ? 利用 我 们 关于 逆 道 路 的 
知识 ， 我 们 可 以 把 问题 以 下 面 形式 重 述 一 下 : 在 我 们 的 流 形 
中 ,关系 

《ep)(ba) 一 一 1 或 aba-10 一 7 
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GO QQ 
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图 14,13 


图 14.14 


是 否 成 立 ? 

我 们 通过 直接 检查 道路 a6a-15~! 来 回答 这 个 问题 . 
14.14 中 的 道路 aba-6-! 是 把 道路 ai 的 终点 粘 在 道路 
a-W-! 一 (ba)-! 的 始点 上 得 到 的 。 我 们 诉 诸 读 者 的 几何 直 
觉 一 一 借助 于 由 一 条 绳子 及 两 个 环 所 造成 的 物理 模型 一 一 使 
他 能 够 看 出 这 条 道路 的 确 可 以 变形 成 图 14.15 所 示 的 道路 . 
这 种 道路 称 为 在 由 两 个 互 不 环 连 的 圆 局 所 诱导 出 的 流 形 中 打 
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图 14.15 14.16 
结 .。 因此 ， 道 路 zza-22-: 不 能 够 收缩 成 P, 于 是 我 们 可 以 说 
ab 关 ba。 所 以 与 我 们 的 流 形 相关 连 的 道路 群 是 不 可 交换 的 . 
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有 二 个 环 连 圆周 的 新 流 形 

考虑 由 两 个 环 连 的 圆周 4 及 B 诱 导 的 流 形 ， 见 图 14.16. 
现在 我 们 不 能 把 一 个 圆周 缩 成 一 点 而 不 穿 过 另 一 个 圆周 . 同 
以 前 一 样 ， 我们 的 类 是 除了 4 及 B 以 外 的 空间 中 所 有 的 点 所 
构成 的 流 形 中 的 道路 .它们 仍然 是 以 我 们 流 形 中 某 一 固定 点 
P 为 始点 及 终点 的 闭 道路 . 


图 14.17 


我 们 造 道路 a6 及 54 决定 是 否 在 新 流 形 中 ab 一 ba。 我 
们 用 和 以 前 同样 的 方法 造 道路 a5a-15-! 并 且 注 意 到 ， 在 我 们 
这 个 新 的 “ 环 连 * 流 形 中 ， 同 以 前 “不 环 连 的 流 形 中 的 道路 一 
样 通过 相同 的 点 集 (比较 图 14.15 及 图 14.17)。 我 们 断言 , 道 
路 aba-'b"! 能 够 连续 变形 使 之 收缩 成 点 P; 或 者 说 ， 道 路 
2b4-0 一 属于 类 [7]. 

看 出 道路 a5a-16"! 能 够 变形 成 为 类 [7] 中 的 道路 的 最 简 
易 的 办 法 是 求助 于 物理 模型 。 如 果 道 路 spa-22-: 具体 按照 图 
14.17 那样 作成 环 ( 共 二 个 环 连 的 环 4 及 8 的 闭 线圈 ), 那 么 可 
以 把 线圈 从 两 个 环 解 下 来 而 不 撕 昼 或 折断 两 个 环 ， 为 了 看 出 
来 这 点 ,想象 把 在 X 处 的 线圈 按照 反 时 针 方向 沿 着 4 滑 向 Y， 
先 从 圆周 BB 上面 通 过 , 然后 从 圆周 B 的 下 边 通 过 .这样 线 图 
到 达 了 时 ,我 们 看 出 ,这 条 道路 与 圆周 了 已 不 环 固 ， 对 于 加 局 


4 这 条 道路 简单 来 说 是 这 样 : 由 P 开 始 ;在 4 上 , 在 4 下 ;在 
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4 下 ;在 4 上 。 这 序列 表明 ,这 条 道路 与 圆周 4 不 相 环 连 ， 因 
此 ， 这 道路 apo-12-: 属于 类 [7], 或 [ab] 一 La] , [5] 一 
[2][a] = [2a]. 

由 两 个 环 连 的 圆周 诱导 出 来 的 流 形 所 对 应 的 道路 群 的 生 
成 元 是 两 条 道路 a 及 5 (更 确切 地 说 道路 类 [a] 及 [4])， 这 
两 个 生成 元 满足 关系 aba-22-: 一 I。 我们 以 前 见 过 这 个 群 ; 
它 是 C4,“ 城 市 街道 ” 群 (81 页 ). 


流 形 中 的 打 结 道路 

我 们 已 经 看 到 由 两 个 不 环 连 的 圆圈 诱导 出 的 流 形 中 。 道 
路 aba-b-! 是 打 结 的 ， 但 是 在 由 两 个 环 连 的 加 图 所 诱导 的 流 
形 中 同样 的 点 集 所 成 的 道路 却 是 不 打 结 的 。 因此 , 一 个 特殊 
闭 道路 是 否 打 结 不 仅 依赖 于 道路 ， 而 且 还 依赖 于 它 存在 于 其 
内 的 流 形 @， 


@ 图 14.15 及 图 14.17 给 圳 术 家 的 把 戏 提供 一 个 基础 ， 取 两 个 可 以 开 闭 的 
环 (例如 ， 活 页 笔记 本 的 环 ), 按照 图 14.15 的 构图 用 一 根 线 穿 过 这 两 个 
环 , 最 后 打上 结 成 一 个 闭 线圈 ， 这 个 线 蛙 在 这 两 个 环 上 打 结 . 只 须 把 一 
个 环 ， 比 如 说 了 打开， 然后 同 环 4 适 当地 环 连 起 来 , 原 图 形 就 变 成 正好 是 
图 14.17 所 示 的 图 形 。 在 这 个 新 流 形 中 , 闭 线 图 并 不 打 结 ,因此 能 够 从 环 
中 消 脱 出 来 ,这 就 会 使 观众 目 几 口 呆 .。 
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第 十 五 章 “” 群 与 糊 墙纸 设计 


因为 群 的 研究 主要 涉及 结构 及 关系 ， 所 以 在 “装饰 艺术 ” 
中 出 现 群 的 具体 显示 并 不 奇怪 。 事实 上 , 在 平面 上 无 限 铺 开 
的 每 种 重复 的 设计 总 是 重复 同一 个 基本 图 案 ,就 对 应 一 个 群 . 
在 糊 墙纸 ,纺织 品 ,建筑 物 装饰 等 处 所 用 的 设计 常常 属于 这 种 
类 型 ,所 以 ,我们 无 时 无 刻 不 在 群 的 表现 的 包围 之 中 。 这 种 群 
的 表示 最 终 的 实现 是 在 格 兰 那 达 的 阿拉 罕 布 拉 官 ;摩尔 人 在 
十 三 世纪 建成 阿拉 罕 布 拉 官 之 后 ,在 装饰 中 ,把 与 扩展 到 整个 
平面 的 所 有 “ 糊 墙 纸 * 群 相对 应 的 图 案 都 用 上 了 . 

必须 注意 ,存在 有 二 十 四 个 “ 糊 墙 纸 ” 群 ,其 中 七 个 的 图 象 
只 在 一 个 无 限 带 上 重复 , 十 七 个 扩张 到 整个 平面 ， 这 些 群 有 
时 也 称 作 "平面 结晶 群 ", 因 为 结晶 体 的 面 上 的 分 子 是 按照 糊 
墙纸 ”类 型 的 重复 图 案 来 排列 的 . 

这 节 中 , 我 们 只 限于 讨论 充满 整个 平面 的 图 案 。 造 出 这 
种 图 案 的 一 种 办 法 是 用 全 等 的 正 多 边 形 来 履 盖 平面 。 可 以 证 
明 只 有 三 种 可 能 性 ,如 图 15.1 中 所 画 中 的 〈 见 练习 63)。 注 
意 ， 前 两 种 图 案 是 互相 对 偶 的 ， 也 即 连结 一 种 图 案 的 中 心 产 
生 另 一 种 图 案 的 基本 要 素 ; 第 三 种 是 自 对 偶 的 . 、 


练习 63 ”假设 平面 由 正 ” 边 形 所 覆盖 , 使 得 相 邻 的 边 
形 总 是 只 有 一 个 公共 边 . 证 明 的 值 只 可 能 是 3, 4, 6. 


我 们 对 象 这 些 图 案 的 兴趣 比 起 我 们 对 于 相应 的 群 的 兴趣 
来 说 还 是 第 二 位 的 ,我们 将 会 看 到 ,图 案 与 运动 群 相对 应 , 通 
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三 角形 六 边 形 
图 15.1 


过 运动 群 移动 基本 区 域 使 得 它 能 够 覆盖 全 平面 ， 就 好 象 用 某 
一 种 基本 形状 的 花 砖 来 铺 地 面 一 样 . 


作用 后 C 的 位 置 + 作用 后 C 的 位 置 
图 15.2 15.3 
假设 我 们 的 基本 区 域 是 一 个 正方 形 区 域 C , 考虑 两 个 基 


本 的 运动 

+; 把 正方 形 C 向 右 平移 一 边 的 长 度 (图 15.2); 

s; 把 正方 形 C 向 上 平移 一 边 的 长 度 ( 图 15.3). 
我 们 能 用 两 个 生成 运动 的 所 有 可 能 的 乘积 把 平面 用 全 等 于 C 
的 区 域 来 覆盖 (注意 : 我 们 的 “乘积 ” 是 由 相继 这 二 元 运算 所 
构成 。 因 为 我 们 只 有 一 个 基本 区 域 ,但 是 要 覆盖 整个 平面 ,我 
们 可 想象 8 在 它 所 占据 的 每 个 位 置 复制 自己 的 象 .) 图 15.4a 
表明 平面 上 一 块 区域 正 在 被 运动 的 生成 元 * 及 * 逐步 覆盖 . 
这 图 表示 基本 区 域 的 中 心 的 象 . 注意 这 些 中 心 的 象 点 对 应 于 
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《a) 基本 区 域 C 及 (b) 具有 生成 元 + 及 s 
在 + 及 s 下 的 位 移 及 定义 关系 xz 一 一 一 ! 
的 群 的 图 
图 15.4 

把 基本 区 域 覆盖 到 整个 平面 的 相应 运动 群 的 图 的 顶点 (图 
15.45)、 读 者 会 认 出 这 个 群 是 “城市 街道 * 群 C5 ( 81 页 ). 

我 们 必须 明确 地 区 别 开 这 两 个 图 :图 15.4a 基本 上 是 用 基 
本 区 域 C 的 复制 品 构成 的 图 案 画 ,而 图 15.4b 是 运动 群 的 图 ， 
特别 是 C 的 平移 构成 象棋 盘 的 图 案 。 这 两 个 图 之 间 的 相似 之 
点 反映 出 多 边 形 与 中 心 相互 变换 相应 的 对 偶 性 。〔 回 忆 立 方 
体 及 八 面体 , 154 页 ). 

除了 平移 以 外 我 们 也 能 够 通过 其 他 运动 使 基本 的 正方 形 
在 无 限 的 棋盘 平面 上 移动 。 这 就 导出 对 应 于 正方 形 覆 盖 平 面 
的 相同 图 案 的 不 同 的 群 . 例如 , 设 a 表示 关于 其 边 c, 的 一 
个 翻转 , 见 图 155， 则 运动 ve 一 ?使 C 回 到 原 六 的 位 置 , 因 
此 一 1， 同 样 ， 如 果 4。 表 示 C 关 于 其 边 < 的 一 个 翻转 ( 见 
图 15.6)， 图 15.7 表示 相继 进行 运动 和 “的 结果 。 显然 = 
和 4 是 不 可 交换 的 。 


运动 a 后 C 的 位 置 运动 5 后 C 的 位 置 
图 15.5 图 15.6 


图 15.7 


现在 假定 我 们 取 第 三 个 基本 运动 为 c: 把 正方 形 C 向 上 
和 i et 及 s 


一 一 一 上 


22= b= aca'ct= bbaclsT 
图 15.8 


让 我 们 现在 开始 讨论 一 种 新 的 基本 区 域 一 一 半 正 方形 或 
等 腰 直 角 三 角形 一 一 并 取 生 成 运动 为 

r: 围绕 直角 项 点 ( 沿 反 时 针 方 向 ) 旋 转 90 《图 15.)， 

: 围绕 弦 的 中 点 旋转 180° (图 15.10). 
wr 7 的 周期 为 4, * 的 周期 为 2. 

我 们 的 基本 的 等 腰 直 角 三 角形 通过 运动 > 及 * 产生 材 盖 
平面 的 图 案 . 这 个 图 案 及 相应 运动 群 的 图 象 由 图 15.11 表示 . 
注意 后 一 个 图 象 表示 不 单 用 一 种 ， 而 用 两 种 不 同类 型 的 正 多 
边 形 来 覆盖 平面 的 另外 一 种 图 样 . 在 这 种 图 样 中 , 在 每 个 顶 
点 处 都 有 一 个 正方 形 与 两 个 正八 边 形 相 接 . 
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图 15.9 图 15.10 


什么 是 我 们 所 指望 的 “ 糊 墙纸 ”的 图 案 虽 ?9 它们 就 是 由 运 
动 群 的 图 象 所 展示 的 图 案 ， 而 该 运动 群 能 够 通过 一 个 基本 区 
域 来 覆盖 平面 。 图 15.11 的 图 象 所 展示 的 糊 墙 纸 图 案 如 图 
15.12 所 示 。 

为 了 得 到 其 他 的 用 不 止 一 种 的 正 多 面体 来 覆盖 平面 的 糊 
墙纸 图 案 ,我 们 取 基 本 区 域 为 菱形 ， 其 中 一 个 角 为 60”, 取 运 
动 的 生成 元 为 

r: 围绕 某 个 120? 角 的 顶点 ( 沿 反 时 针 方 向 ) 旋 转 120°; 

5: 围绕 另外 一 个 120° 角 的 顶点 《 沿 反 时 针 方 向 ) 旋转 

120°. 
注意 六 一 呈 一 7 见 图 15.13。 

图 15.14 表明 用 菱形 覆盖 平面 ， 及 由 + 及 * 生成 的 运动 

群 的 图 象 . 


《9 了 


图 15.11 
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17 种 基本 不 同 的 糊 墙 纸 图 案 之 一 
图 15.12 
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练习 64 求 这 个 群 的 生成 元 + 及 * 的 一 组 定义 关系 ， 


15.15 


15.14 的 图 表明 我 们 的 糊 墙 纸 设计 在 每 个 顶点 处 有 两 

个 不 同 的 三 角形 (一 个 由 + 线段 构成 ， 另 一 个 由 s 线段 构成 ) 
及 两 个 六 边 形 。 图 15.15 表示 这 个 图 案 扩展 到 更 大 的 区 域 
上 , 
我 们 现在 提供 结晶 群 最 后 的 一 个 例子 .这 一 次 是 在 图 的 
每 一 个 顶点 处 ， 有 三 种 类 型 多 边 形 .我 们 的 基本 区 域 取 作 角 
度 为 30",，60", 90", 的 三 角形 ， 运 动 的 生成 元 是 关于 三 角形 
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15.16 ， 


的 三 个 边 的 翻转 ， 图 15.16 表明 这 个 图 用 重复 的 图 案 覆 盖 整 
个 平面 , 在 这 个 图 案 中 , 在 每 个 顶点 处 , 一 个 正方 形 , 一 个 正 
六 边 形 ， 一 个 正 十 二 边 形 相 接 。 图 15.17 表示 这 个 图 在 装饰 
构图 中 的 扩展 . 


图 15.17 
练习 65 求 这 个 群 的 生成 元 4,5, < 的 一 组 定义 关系 。 


附 录 


十 二 面体 群 及 二 十 面体 群 : 60 阶 交代 群 4 


相应 于 十 二 面体 及 二 十 面体 的 群 的 结构 与 我 们 迄今 为 止 
所 讨论 过 的 群 根本 不 同 . 伽 罗 华 在 研究 代数 方程 的 可 解 性 的 
过 程 中 ， 发 现 正 二 十 面体 的 重合 运动 群 有 许多 真子 群 ， 但 是 
其 中 没有 任何 一 个 是 正规 子 群 . 一 个 没有 真正 规 子 群 的 群 称 


十 二 面体 及 二 十 面体 有 同 构 的 重合 运动 群 因 为 这 两 个 图 
形 是 对 偶 图 形 ( 154 页 ): 构成 十 二 面体 的 面 的 十 二 个 正 五 边 
形 的 “中 心 "是 二 十 面体 的 顶点 ; 而 构成 二 十 面体 的 面 的 二 十 
个 等 边 三 角形 的 中 心 就 是 十 二 面体 的 顶点 ， 一 个 图 形 的 又 合 
运动 群 与 另 一 个 图 形 的 重合 运动 群 完全 “相同 ”. 

我 们 现在 数 一 下 二 十 面体 群 的 元 素 ， 假 如 二 十 面体 的 一 
个 顶点 固定 在 “ 顶 上 ?的 位 置 ， 则 周期 为 5 的 反 时 针 旋 转 72。 
就 生成 所 有 使 “项 上 > 的 顶点 不 动 的 所 有 重合 运动 ; 见 图 16.1. 
因为 十 二 个 顶点 中 的 每 一 个 都 可 以 送 到 “项 上 > 位置， 二 十 面 


全 的 阶 是 二 51 一 60( 见 158 页 ), 事实 上 , 二 十 面体 群 
同 构 于 4;。 下 面 概要 地 叙述 一 下 步 又 ,读者 可 以 按照 这 种 办 
法 证 明 这 个 断言 是 真 的 . 

下 面 我 们 描述 五 个 几何 对 象 的 集合 ， 这 五 个 几何 对 象 有 
这 个 性 质 ， 它 使 二 十 面体 的 每 个 重合 运动 都 导致 这 五 个 东西 
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的 一 个 偶 置 换 一 个 二 十 面体 有 三 十 条 秋 及 十 五 条 中 线 一 一 连 
接 一 对 对 边 中 点 的 线段 .在 正 
二 十 面体 中 ， 这 十 五 条 中 线 组 
成 五 个 组 ， 每 组 由 三 条 互相 垂 
直 的 中 线 组 成 ， 或 者 说 组 成 五 
个 正 交 三 元 组 、 二 十 面体 的 重 
合 运动 对 应 于 这 五 个 三 元 组 的 
偶 置 换 ;因为 ,每 一 重合 运动 是 
下 列 三 种 类 型 之 一 : 16.1 
重合 运动 偶 置换 
(1) 围绕 连接 两 个 对 顶 五 个 三 元 组 的 循环 
点 的 对 角 线 的 旋转 互 换 , 例如 (abcde) 
=(ab)(ac)(ad)(ae). 
(2) 围绕 连接 两 个 中 心 五 个 三 元 组 中 的 三 
的 线段 的 旋转 个 循环 互 换 , 例如 ， 
(abc) = (ab)(ac) 
(3) 围绕 一 个 中 线 的 旋 。 三 元 组 中 两 对 互 换 ， 例 
转 如 (ab)(cad) 
类 型 (1) 的 运动 有 24 个 ,每 个 周期 均 为 5; 类 型 (2) 的 运动 有 
20 个 , 每 个 周期 均 为 3; 类 型 (3) 的 运动 有 15 个 ， 每 个 周期 
均 为 2. 
为 了 求 出 二 十 面体 群 的 图 ， 我 们 首先 造 一 重合 运动 的 图 
象 表示 .〈 见 129 页 对 四 面体 群 的 同样 处 理 .) 由 此 ,我 们 从 截 
断 的 二 十 面体 出 发 ， 也 就 是 把 二 十 面体 的 每 个 顶点 换 成 一 个 
对 应 周期 为 5 的 旋转 7 的 五 边 形 。 连接 这 十 二 个 五 边 形 的 顶 
点 的 联 线 对 应 于 一 个 周期 为 2 的 翻转 ， 它 使 进一步 旋转 中 保 
持 不 动 的 顶点 更 换 。 把 这 个 构图 变形 成 平面 网 络 , 我 们 可 以 
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I 
图 16.2 

以 一 个 五 边 形 为 中 心 , 最 后 得 到 图 16.2 的 网 络 . 

我 们 请 读者 来 发 所 这 个 群 的 内 部 结构 ; 这 图 作为 一 个 压 
缩 了 的 乘法 表 非 常 有 帮助 . 为 了 激 起 对 于 这 个 结构 的 一 些 猜 
想 , 我们 把 图 16.2 中 的 图 的 每 个 顶点 都 标 上 数目 ， 它 表示 对 
应 群 的 元 素 的 周期 。 (7 已 经 任意 选取 . ) 我 们 可 以 利用 4; 这 
个 图 证 明 : 二 十 面体 群 由 两 个 元 素 及 f 生成 , 由 下 面 三 个 
关系 来 定义 : 


”=1, f=1, (r=1. 
为 了 证 明 4; 是 单 群 ， 首 先 证 明 ， 如 8 是 4; 的 任何 同 态 
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映射 , 则 g《r) 二 7 就 蕴涵 所 有 4; 都 映 到 了 上 ,并且 g(jP = 
7 也 蕴涵 所 有 4; 都 映 到 了 上 ; 然后 证 明 ， 对 于 4 的 任何 元 素 
x+ 闫 1, g(x) 二 1 蕴涵 g(r7) 二 1 或 者 g( 有 ) 二 了 1. 


习 题解 答 
练习 1 《5 页 ): (a) 不 是 , (b) 是 , (<) 不 是 ,(d) 是 . 


练习 2 《7 页): b@c 是 顺 时 针 转 450°, 这 相当 于 将 正 
方形 转 到 重合 位 置 后 再 转 90°; 所 以 4@c 一 。， 4@e 表示 
旋转 360°, 即 转 回 初始 位 置 . 


练习 3 (11 页 ): 单位 元 素 是 0, 这 是 因为 ,对 于 任意 实 
数 x* 有 x 十 0 二 0 十 x 二 x。 


练习 4 (25 页 ): 我 们 立即 看 到 , 1 的 逆 元 素 是 1; 这 
是 因为 
1:1= 1 (modp). 
假设 x 去 1, 而 是 
23。… "一 
中 的 一 个 ,考虑 2 个 整数 x, x?,"…, x?。 因为 x 和 ?没有 公 
因子 ,所 以 这 ?个 数 都 不 能 被 ? 整除 。 因 此 ,这 ?个 数 被 p 除 
的 余数 是 # 一 1 个 整数 
1,2,°…-,p—1 
中 的 一 个 ， 所 以 至 少 有 两 个 整数 (例如 x 和 x’) 有 相同 的 余 
数 ,为 了 确定 起 见 ,假设 0 < > 过 :三 p, 则 
x'— x =x (x — 1)= 0(modp), 
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且 有 zx 关 0,x* 关 0 及 六 一 az 二 0. 由 
xx 一 1)= 三 0 及 xr 尖 0 
我 们 断定 
xr 1=0 (modp). 
《这 里 我 们 利用 了 如 下 的 事实 :以 素数 为 模 , ab 二 0(modp) 
当 且 仅 当 a 二 0(mod p) 或 b 三 0(mod p); 读者 容易 验证 这 
个 命题 ,并 用 术语 “p 的 倍数 ?来 解释 它 ). 
现在 设 ? 是 x“""! 被 p 除 后 的 余数 , 则 
#1 =y (modp), 


两 边 同 乘 x*, 得 
xi 一 xy (modp)。 
[验证 : 若 4 三 5b《modp), 则 xa 三 xb(modp).1 另 一 方面 我 
们 已 证 明 x 一 1 二 0, 由 此 推 得 
ze 1(mod p), 
因此 *y = 1(modp). 


练习 5 (37 页 ): 

(a) 左 乘 4-! 得 bx == a-!c ,再 左 乘 6 得 x+ 一 Olerlc。 

(b) x 一 arlcp1， (©) x = colaT!, 

《d) 在 第 一 个 关系 式 中 右 乘 *, 则 ax = 6x? 二 bl 一 5， 
即 ax 一 6， 所 以 x 一 12。 

(e) 1 一刀 一 az， 所 以 xx 一 co 

《f) 左 乘 * 得 1 二 xabc。 再 重复 应 用 右 乘 ,得 


cli—=xab, cb l= xa, x = cb lal, 
练习 6 《42 页 ): 由 乘法 表 的 基本 性 质 ( 及 群 的 公理 》 


(a) vw =1,BRw = vuw =r, Pu = sw = ss 
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05 一 rr， 即 z 一 or; 所 以 zx 一 xz 一 (ro)(zrr) 一 or。 
(b) uw 一 7, 即 zx 一 ai;xz 一 7r,， 即 z 一 axrtr = wr; 
vw 一 s, 即 v == sw-!; 所 以 


=z = (wwr) = sr. 


(0 uz 一 1, 即 zx 一 zj;xzw 一 * 即 2T1 一 :253 
vs 于 +, 即 v 一 +z-1; 所 以 


TW (rz2-1)(zs) = ys, 


vy z w 2 | w z 
u 3 TI u Te u 5 
了 | To 如 s 了 忆 T 

a) (b) (0) 


练习 7 《42 页 ): 


| :| ?| 
‘Ee 2 3 
& | 2 pr 
3 3 1 4 
和 4 3 2 


练习 8 《49 页 ): (a) 循环 群 , (b) 循环 群 , (c) 不 是 群 ， 
因为 这 个 集合 不 包含 加 法 群 的 单位 元 素 0, (d) 循环 群 . 


练习 9 《56 页 ): 
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fr I 


练习 10 《57 页 ): 这 个 乘法 表 指出 做 成 一 个 群 .( 例 如 ， 
每 一 个 元 素 都 有 唯一 的 逆 元 素 . ) 注 意 这 个 群 是 可 交换 的 . 


I _ 72 | fT fr fr? 
到 攻 六 区 尖酸: A 姑 
ri 
中 rs I r | fr? 和 f ir | 


了 丰 fr fr | 了 r r2 
fr | 站 
ns fr 用 I r 
r2 
一 一 一 【 
人 f 
I 了 


练习 11 (57 页 ): 字 rer 对 应 于 如 下 的 道路 (它们 分 别 
取 4, B,C 作 起 点 ): 
从 4 到 好 到 C 到 4， 闭 的 ， 
从 B 到 C 到 了 到 C， 不 闭 ， 
从 C 到 4 到 4 到 BB， 不 闭 . 


练习 12 (73 页 ): 作为 由 frfr 了 一 1 推 得 的 一 个 结果 ， 
我 们 有 
n= Ir = (frfr Dr = ff, 
由 此 又 推 得 fr3 = (jrf)fs 因为 ==1, fr? 一 ,所 以 
7 = (fr (7) = tr. 
从 而 有 frf 二 frf, 这 又 推 得 x 一 + 即 x? 一 1。 最 后 有 
T=7=7r() = 7()), 
它 就 是 集合 中 剩 下 的 关系 . 


练习 13 (74 页 ): (a) 我 们 可 以 写 

(FD = ryr yr!) = ry(xlr) yr! 一 zy2xrl， 

CN = xy) ryr™!) = rp!, 
用 xyx™! 代替 第 二 个 方程 中 的 彤 , 得 

xz(xzyx-1)x-1 y, 即 os am 7 

因为 ?二 17 推 得 盖 一 7, 所 以 我 们 能 断言 y 一 罗 , 即 只 一 7 
(y 的 周期 至 多 为 8); 

《b) 我 们 有 

”= (Y= (ryx-) (ryr™!) = xyir-!, 
类 似 地 有 
> = (y°) = xJax-1? 

继续 用 这 种 方法 我 们 得 到 

Oy ry ryr rT 一 xyz 一 
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《因为 妇 一 站 ， 
因此 有 

好 一?， 即 y==1 
所 以 > 的 周期 至 多 为 ?一 1. 


练习 14 《74 页 ): 利用 练习 13 中 的 方法 得 
(uvu-!) (uvu-!) 一 (xz 即 uv 一 (oz 
继续 用 这 个 方法 我 们 逐次 得 到 
UV! = (0), uv = (4), 
用 xzx-: 代替 v*, 我 们 得 到 
u(uvu™!)u! = vs, 即 xzprx 一 一 2 
因为 我 们 已 知 22 一 7, 但 我 们 没有 关于 ?的 特殊 知识 ， 为 了 
得 到 中 , 我 们 将 两 边 分 别 乘 w*, 得 
人 人 
继续 下 去 ,逐次 得 到 
Wy = (yp 
及 
#2 = (1), 
由 后 者 推 得 
ui (uvu™ lu = (v%)', BD wvu™? 一 24。 
由 如 一 7 推 得 wv 二 vw*, 即 vs 二 1。 所 以 ”的 周期 至 多 为 
603. 
(b) 象 上 面 那样 ,我 们 得 到 
Vk = (yk) = (uu (uvu!) 一 uviu!s 
ve = (VA) 一 wvtu! 

从 而 有 

(vA) = (Wu 一 wvhyT? 一 UV4T UT? 一 wy, 
即 只 一 wzx。 继续 用 这 个 方法 我 们 得 到 
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一 xp(upxr1)xrl 二 wu 


tk” 一 win 一 y (因为 wu" 二 1)， 
所 以 
zt 一 13 
v 的 周期 至 多 为 如 一 1. (注意 , 练习 13 及 14 注释 了 一 般 
的 群 关系 (xx 一 uv"w7.) 


练习 15 《74 页 ): 由 练习 13 我 们 知道 ，y 是 有 限 周期 
的 , 且 基 一 17。 这 就 腾 示 出 , 其 图 象 的 基本 图 形 是 八 边 形 . 解 
法 省 略 , 最 后 得 到 如 下 的 图 象 . 


练习 16 (74 页 ): 由 练习 14 知道 ，: 的 周期 至 多 为 
如 一 1。 设 7 表示 :的 周期 (我 们 假设 + > 1, 因为 否则 我 们 
将 有 特殊 情况 :一 1)。 由 + = 了 推 得 店 一 xz; 类 似 地 , 由 
?一 了 推 得 条 一 2 《这 里 ,我 们 也 假设 > 1, 以 排除 平 
凡 情 况 , * 一 站 .因此 ,在 任意 的 字 丈 中 ,我 们 都 可 以 用 代 
替 汪 , 用 上 代替 一 ， 所 以 每 个 可 表示 为 我 们 的 群 的 元 素 
的 字 都 能 表达 成 * 和 # 的 正 的 乘客 项 。 现在 从 给 定 的 关系 
2 一 帮 着 手 , 右 乘 * 得 到 2 一 坟 , 所 以 在 任何 字 中 我 们 都 
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可 用 上 代替 st。 若 在 一 个 给 定 的 字 中 包含 序列 st, 我 们 就 
进行 这 种 替代 ， 我 们 最 后 得 到 的 字 就 是 所 有 * 的 乘 寡 都 在 所 
有 s 的 乘客 的 左边 .因此 ,我 们 群 中 的 任意 字 都 是 形 如 *z 的 
字 、 而 且 我 们 可 仅 选 > 作为 x( 因 为 * 一 了 1), 可 仅 选 + 作为 
y; 所 以 在 这 个 群 中 至 多 有 rn 个 不 同 的 元 素 . 因为 + 之 如一 
1, 所 以 我 们 的 群 至 多 为 (如 一 1)z 阶 . 


练习 17 〈75 页 ): 练习 14 告 诉 我 们 # 二 71; 但 因为 7 
是 素数 , 所 以 : 的 周期 确 为 7。 练习 16 使 我 们 推 知 , 我 们 的 
群 的 阶 是 21。 我 们 的 群 的 图 象 可 基于 3 个 七 边 形 ( 对 应 于 
?一 了) 或 7 个 三 边 形 ( 对 应 于 $= 1)。 这 里 的 (我 们 的 21 
阶 群 的 ) 图 象 是 基于 7 个 三 边 形 . 


有 2 一 一 一 
JS ， 
h Wt \ oe 
| 
| \ 
ft RS、 


s3=I, stSi= 让 


练习 18 《79 页 ): 我 们 可 利用 C， X C3( 它 有 已 知 关系 
7 一 了 ) 的 图 象 得 到 g 一 jr 的 诸 乘 寡 : 
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g=fr; g =) eer; 
及 一 (fjm 一 所 = (=r)r = rs 
sg=g8 = (r= g=(g)=f=1. 

所 以 8 生成 循环 群 Cs. 


练习 19 (83 页 ): (a) C; x C4 由 C2( 生 成 元 a, 定义 

关系 对 一 17) 及 Cs《 生 成 元 5, 定义 关系 纪 一 1) 产生. C3 X 

C4 的 定义 要 求 4 与 5 是 可 交换 的 , 即 a6 一 54, 或 aba™1b"! 一 
1。 所 以 C， Xx C+ 有 生成 元 4。 和 4, 有 关系 
A=b=abab 一 1 


这 些 关 系 对 应 于 8 阶 交换 群 的 图 象 。 


(b) Cs X Cs 由 生成 元 为 "关系 为 到 一 7 的 群 及 生成 元 
为 5 关系 为 名 二 7 的 群 产生 。 因为 “与 2 在 Cs x Cs 中 是 


可 交换 的 ， 所 以 有 ape 一 7。 因此 Cs X Cs 是 用 a 和 2 
B=BP=aba b=1, 


对 于 这 个 9 阶 群 我 们 有 两 个 图 象 (它们 拓扑 等 价 吗 ?) 


练习 20 (83 页 ): C2:@ 一 7。Da: 壮 一己 一 (六 一 1。 
因为 “在 C; X Ds 中 与 + 及 都 是 可 交换 的 ,所 以 有 
az 一 1 及 afa-!!=1. 
若 有 CX Z3 的 元 素 * 和 ? 使 得 
#5 一 洲 二 (xy)? 二 1(Ds 的 定义 关系 )， 
则 Ds 包含 C, X Da 中 .因为 由 ar 一 ra 推 得 (ar》 一 or 一 
7 且 壮 的 周期 是 3, 所 以 ar 一 * 的 周期 是 6， 假设 取 ? 一 思 
并 看 是 否 有 (xy》 二 (arf)? 二 1。 我们 有 
(Garf? = ear =1:1=1. 
所 以 元 素 * = ar 及 y 一 了 满足 D6 的 定义 关系 , 从 而 De 包含 
在 CX D; 中， 
为 了 证 明 Ds 一 C; x D;, 我 们 仅 需 指出 CX Ds 与 D。 
有 同样 多 的 元 素 (12 个 )。 因为 “与 及 了 都 是 可 交换 的 , 所 
以 任何 用 3 个 生成 元 排出 的 字 都 等 价 于 将 其 中 的 。 的 乘 过 全 
移 到 + 和 j 的 乘 寡 的 左边 的 字 ; 例 如 jrjrzazy 一 efrfrf。 所 
以 Cc， x Ds 中 的 不 同 元 素 的 个 数 是 C; 中 的 元 素 个 数 (2) 与 
Da 中 的 元 素 个 数 (6) 的 乘积 2 Xx 6 一 12. 


练习 21 (83 页 ): 由 人 二 慷 推 得 
a 一 Cj, a = bial ab™! = a-lb. 
由 a? 二 abas 推 得 
a=bab 及 ab 一 ba， . 
所 以 a-6b = ba, 因此 
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《ab) 一 abab 一 《ea-152)5(b2a-08 = a-155Ca-10) 
一 ar105(ba) = a-l(a)a = as, 
所 以 a 二 《ab》 一 05 由 此 又 推 得 o 一 了 及 六 一 了 (因为 2 一 
如)， 所 以 我 们 的 图 象 是 对 应 于 a' 二 & 二 1 的 两 个 互 连 的 四 
边 形 。 这 是 一 个 8 阶 非 交换 群 的 图 象 ,这 个 群 叫做 四 元 数 群 ， 
第 十 二 章 将 介绍 这 个 群 . 


32 = b? = (3b)? 


(b) 设 8 表示 元 素 rf, 我 们 可 以 写 
f=?=o1,r=g = gf, 有 =f 
. 所 以 用 > 和 + 排 的 任何 字 都 用 f 和 g 表示 .反之 ,由 f= 二 1 
推 得 好 = (> 太一 1， 因 而 在 用 f 和 排 的 任意 字 中 ,我 们 可 
用 +f 替代 8 而 得 到 仅 用 > 和 + 表示 的 字 。 


or 


练习 23 (85 页 ): 单位 元 素 : 若 “ 在 及 中 ， 则 ee 一 / 
在 五 中 . 

逆 元 素 : 若 4。 在 吾 中 , 则 15"? 一 引 在 及 中 ， 

封闭 性 : 若 * 和 4w 在 巨 中 , 则 纪 ! 在 互 中 ,因而 
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ab-D- 一 ap 
在 五 中 . 


练习 24 《〈86 页 ): 
(a) 封闭 性 : 17(pe) 一 (be)1 =ba, (bo 一 7 
逆 元 素 : (ba)"' 一 ba, 这 是 因为 (bo 关 一 7- 

《b) 1 ,a, a*( 它 们 作成 循环 群 C3). 

《ec) 没有 4 阶 子 群 ， 这 样 的 子 群 应 至 少 包含 从 两 个 集合 
{a, o 和 {12, ba, be} 中 的 每 一 个 来 的 一 个 元 素 ， 但 从 这 两 
个 集合 中 的 每 一 个 来 一 个 元 素 作成 的 对 将 生成 所 有 6 个 群 元 
素 . 


练习 25 《87 页 ): C; 的 元 素 是 
4a, a, a, a+, as( =1). 
4 的 周期 是 5; C; 的 不 是 了 的 任意 其 他 元 素 a* 的 周期 至 多 是 
5, 这 是 因为 对 二 2, 3 或 4 有 (et) 一 (a3)* 一 1， 若 我 们 假 
设 某 个 元 素 oarC(1 二 《二 5) 的 周期 是 > < 5， 则 我 们 引出 一 
个 矛盾 : 
《at)" 二 atr 二 1,( 这 里 kn 不 是 5 的 倍数 )。 

所 以 C* 的 ( 除 工 外 的 ) 每 一 个 元 素 的 周期 都 是 5。 由 此 推 得 ， 
C; 包含 的 任意 子 群 x* 去 1 应 有 5 个 不 同 的 元 素 , 因而 没有 真 
子 群 . 


练习 26 88 页 ): 

(a) 封闭 性 : 3m 十 3 一 3(m 十 7)。 
逆 元 素 : 3m 十 (一 3m) 一 0. 

(b) 封闭 性 : jn 十 hn 二 (i 十 人)n， 
逆 元 素 : kn 十 (一 kn) 一 0. 
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练习 27 (88 页 ): 用 RNS 表示 R 和 5 的 所 有 公共 元 
素 的 集合 . 

封闭 性 : 设 入 在 RNS 中 ,这 意味 着 和 刀 在 KR 中， 
且 和 4w 也 在 S 中 。 因为 R 和 Ss 是 群 ,所 以 nz 在 KR 中 也 在 
$5 中 ,因而 在 RNS 中 . 

逆 元 素 : 若 : 在 RNS 中 ， 则 :因而 局 在 群 R 中 ;# 
而 局 也 在 S$ 中 . 所 以 一 在 Rn3S 中 . 


练习 28 (88 页 ): (a) 因为 
(Ce 十 动 ) 十 (xz 十 动 ) 一 (ae 十 zx) 十 2 十 力 

及 

车 a，5,x,y 是 整数 , 则 a 十 x 和 5。 十 >》 也 是 整数 ， 
所 以 加 法 在 我 们 的 集合 上 是 结合 的 二 元 运算 . 

单位 元 素 : (a 十 i6) 十 0 二 4+i 记 一 0 十 (a 十 12). 

逆 元 素 : (a 十 i6) 十 (一 a 一 放 ) 一 0. 

(b) 封闭 性 : (> 二 is) 十 (x 十 iy) 二 (rr 十 x*) 十 is 二 + 
y)， 而 且 若 r,s,x，y 是 偶数 ， 则 7 十 x 及 十》 也 是 侦 
数 . 

逆 元 素 : (+ 十 is) 十 (一 7 一 2) 一 0 


练习 29 《〈92 页 ): ”假设 陪 集 rH 入 至 少 有 一 个 元 
素 是 公共 的 ,例如 rh 二 sh， 则 sr = pp 是 及 的 一 个 元 
素 , 而 且 :rh 一 201 将 表示 互 的 所 有 元 素 ( 当 上 顺 次 表示 
互 的 每 一 个 元 素 时 ). 因而 “Cr 人 二 sh47%), 即 rh 二 
s《hhi%)， 因 而 rH 二 8.。 所 以 只 要 这 两 个 陪 集 有 一 个 公 
共 元 素 , 它 们 就 是 恒 等 的 . 


练习 30 (95 页 ): (a) 陪 集 7] 一 {7 rhs…). 设 e 


a 


是 这 个 陪 集 +] 的 一 个 元 素 : < 一 ”六 ，。 则 陪 集 
c= CT = {rs rj), 上， 
但 元 素 ji jxj;，。*… 仅 是 群 了 的 元 素 的 一 种 重新 排列 ， 所 以 
有 cj] 一 7 
《b) 若 一 c 在 了 中 , 则 我 们 可 以 写 
rc 一 久 ，( 人 是 了 的 一 个 元 素 )。 
左 乘 ”得 < 一 "和 ,这 说 明 c 在 了 中 ,因而 
陪 集 c] = 陪 集 +J. 
其 次 假设 陪 集 c] 一 陪 集 +], 则 c] 中 的 任意 一 元 素 ci 
等 于 r] 中 的 某 个 元 素 rj,, 即 
ci 二 rin (其 中 刘 与 i 都 是 了 的 元 素 )， 
左 乘 :得 


rlci = jns 
再 右 乘 认 得 
re = joj! 


因为 六 和 思 在 子 群 了 中 , 所 以 六 及 joj 二 rc 也 在 7 中 . 


练习 31 (95 页 ): 证 明 可 基于 这 样 的 观念 : 若 *] 和 
JJ 是 工 的 两 个 不 同 的 左 陪 集 ， 则 Jz 和 Jy"! 是 两 个 不 同 的 
右 陪 集 . 或 者 反 过 来 说 , 若 jz 和 Jy 不 是 不 同 的 , 则 x] 和 
yJ 也 不 是 不 同 的 。 为 了 看 出 这 一 点 为 真 ,我 们 假设 yz 一 的 一 
个 元 素 与 J?” 的 某 个 元 素 相等 ,例如 , jx = 7 一 , 则 

x 一 和 7 因而 xz 一) 万 六 一 7 

是 亲 的 一 个 元 素 。 所 以 若 jz 和 Jy 一 不 是 不 同 的 , 则 *] 和 
yJ 有 公共 元 素 *, 因而 也 不 是 不 同 的 。 因为 所 有 左 陪 集 是 不 
同 的 是 已 知 的 ,所 以 所 给 定 的 右 陪 集 也 是 不 同 的 。 


练习 32 《95 页 ): 
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左 陪 集 : K = {1,4a, a} 和 6K 一 {6, ba, ba}, 

右 陪 集 : K 二 {1,a,@} 和 Kb 一 {6, ab, ob} 
因为 (54 二 baba 二 71, 所 以 我 们 看 到 
ba = ar-10-1 = 020。 


类 似 地 有 a6 一 ba?。 所 以 左 陪 集 和 右 陪 集 是 相等 的 . 


练习 33 《96 页 ): a) 封闭 性 :对 五 的 任意 两 个 元 素 都 
有 aiat 一 aitk。 因为 

1 十 《一 04g 十 7( 这 里 9 和 > 是 整数 , 且 0 和 > 一 z)， 
所 以 

aitk 一 〔(an)aar 一 ar 

是 妃 的 一 个 元 素 ; 

(b) 若 8 是 G 的 阶 ,是 G 的 一 个 元 素 的 周期 , 则 8 是 
的 倍数 (由 拉 格 朗 日 定理 知 )。 换 句 话说 , 有 限 群 的 任意 元 素 
的 周期 是 这 个 群 的 阶 的 因子 . 


练习 34 (96 页 ): (a) 因为 8 的 周期 是 x, 而 1 是 这 

个 “剩余 ” 群 的 单位 元 素 ,所 以 我 们 有 
gr" 三 1 (modp), 凤 g’—1=0 (modp). 

《b) 因为 > 是 8 的 周期 , 所 以 (由 练习 33 的 (b) 知 ) 
一 1 必 是 的 倍数 , 即 p 一 1 二 kn. 又 因为 g? 宇 1(modp)， 
所 以 必 有 

(g")*= 1 (modp), 
即 
8 —1=0 (modp), 
这 也 就 是 说 , g*"! 一 1 是 ?的 倍数 . 


练习 35 《97 页 ): 因为 «不 是 p 的 倍数 ， 所 以 有 a 关 0 


“ne 


《mod p); 由 此 推 得 
4 三 7r(modp),《7 是 1,2,.…, 一 1 中 的 一 个 ). 

所 以 4 一 + 三 0(modp). 现在 考虑 

a r= (a—r)(ar ?+ a + 十 zt ). 
因为 a 一 + 二 0(modp), 所 以 我 们 有 

at 一 rt 一 0 (modp), 
《注意 , 模 一 个 素数 时 , ab = 0 当 且 仅 当 a 三 0 或 5 三 0), 即 
(ert — 1) — (rt — 1) = 0 (modp), 
由 练习 34 的 《b) 知 ，r?7! 一 1 二 0 《modp)， 所 以 我 们 有 
at 一 1 一 0(modp), 因 而 
a — a=a(ar!—1)=0 (modp), 

这 就 证 明了 费 马 小 定理 . 


练习 36 〈97 页 ): (a) 设 x 是 ab 的 周期 y 是 ba 的 

周期 ;我 们 可 以 写 

(ab)* = a(ab)”b = 1, 
左 乘 后 再 右 乘 和 , 得 

(ep) 一 a 一 (6a)-15 

另 一 方面 ， 

《2a) = (ba)(ba)™s 
由 此 推 得 (8a)* 一 I， 因为 ?是 ba 的 周期 ,所 以 x 是 7 的 正 
倍数 。 对 (&a)? 应 用 相同 的 方法 得 知 Y 是 zx 的 正 倍数 。 所 以 
Fy, 

(b) 设 m 是 a 的 周期 ，» 是 5 的 周期 。 我 们 需要 证 明 
的 是 (ab)” 一 7， 因为 由 此 推 得 mx 是 a6 的 周期 因为 
4b 一 ba, 所 以 我 们 能 自由 地 改变 4 与 5 在 乘积 (a5)* 中 的 次 
序 . 因此 有 

(ab)™ 一 arp = a) (0)m 一 7 7 一 1 
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(oc) 假设 z2 的 周期 是 >。 由 (b) 知道 , > 是 mn 的 因子 ， 
因此 > 必须 是 wm 形 的 ,其 中 mi 是 w 的 因子 ,加 是 4 的 因子 
(包含 mi 一 1 或 mi 二 m 的 可 能 性 ). 于 是 

T= (46) = (ab) rm = (gb) "m= (ab)™™ 
一 Qa" bm 二 bm" (因为 a” 二 了 71). 
由 b”" 二 7 推 得 mm 是 4 的 倍数 ， 例 如 mm 一 如 。 由 此 得 
贡 二 《n/m1), 所 以 mw 的 所 有 的 素 因子 必 在 整数 《和 /nm 的 
素 因 子 中 . 但 由 于 mw 与 # 是 互 素 的 , 所 以 ww 与 #/n 也 是 互 素 
的 ， 因 此 w 的 素 因 子 分 解 恰好 就 是 《的 素 因 子 分 解 。 所 以 
n/m 一 1 或 n 二 mn; 类 似 地 ,由 
1 = (ab)’ /nD 一 am 


推 得 wm 一 mr。 所 以 > 一 mm 二 mn. 


练习 37 《110 页 ): 我 们 证 明 逆 命题 ， 若 映射 f 是 同 
态 , 则 1(1) 一 7。 对 c 的 任意 元 素 > 有 
{7) = f17) = f(D). 
右 乘 [1(r)]"' 得 1 一 1) (在 五 中 ). 


练习 38 (110 页 ): 我 们 有 
T=1(D) = f(xx') = f(x)f(x-!), 
即 7 一 帮 x) 帮 xz , 左 乘 [fxz)]-: 得 
[f(x)]7 = f(x"). 


练习 39 (111 页 ): 
Hzy-5D 二 了 x)fCy7') == f(x)[1(y)1-' (由 练习 38 知 ) 
= L109) (因为 1(x) = 4(y)) 
一 1; 


类 似 地 有 f(x™'y) 一 1 
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练习 40 (111 页 ): (a) (zy) 一 fx) 1 一 7 7 一 
《b) 由 假设 有 fxy) 一 fx)7(y) ,因而 1Cy) = [f(x)]7'， 
所 以 
fyx) = FO9)f#) = [Lf(#) Ix) = 1. 


练习 和 包 (116 页 ): 我 们 将 证 明 ， 将 G 中 的 每 个 整数 
映 到 2” 上 的 映射 具有 所 有 所 需 的 性 质 ， 在 映射 f(z) 一 2# 
( 即 a 一 24) 下 ,有 

fl(m+n)=2(m+n) =2m+2n = 1m) +1»). 
而 且 fm) = fx) [ 意 即 2m 一 2”] 是 真 的 , 当 且 仅 当 mm 一 2。 
《能 有 一 个 同 构 映射 将 一 个 有 限 群 映 到 它 的 真子 群 上 吗 ?7 


练习 42 (116 页 ): 能 用 
fk (R= 二 0, 土 1, 土 2,.….) 
表示 G 的 任意 元 素 , 互 的 任意 元 素 为 
rt (一 0, 士 1, 土 2,…). 
若 * 是 G 的 任意 元 素 , 设 了 是 映射 
fs 一刀 ( 即 z 一 z)。 
则 对 G 的 任意 两 个 元 素 x* 和 y 有 
G HH 
ES 
A 
zy 六 (xy)" 二 x"y"( 因 G 是 交换 群 )， 
即 fxy) = f(x)f(y)。 因 此, 映射 是 G 到 二 上 的 一 个 同 态 . 
其 次 我 们 证 明 
f(x) 一 f(y) 推 得 x = y. 
因为 x* 和 3y 是 G 的 元 素 , 所 以 它们 的 形状 为 +*: 
=, y=7, 
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所 以 
rn 一 fo， 加 一 yin。 
因此 
f(x) 一 帮 y) 当 且 仅 当 +r” 一 ze 
在 无 限 循环 群 中 , 它 成 立 的 充 要 条 件 是 
ar=bn, BM a 一 0 
所 以 x 一 y, 从 而 f 是 一 个 同 构 . 


练习 43 (116 页 ): 若 * 是 G 的 任意 元 素 , 它 能 表示 成 
7 (R=0, 土 1, 土 2,………). 
用 
~ rt 一 1( 若 是 偶数 ), r+ 一 5《 若 是 奇数 ) 
定义 1:G 一 HH。 基 + 二 刺 和 y 二 4, 则 
一 7( 若 心 十 心 是 偶数 )， 
6 (车 十 是 奇数 )。 
态 十 心 是 偶数 , 当 且 仅 当心 和 心 都 是 偶数 或 都 是 奇数 , 即 不 是 
f(*) =1(y) 一 7 
就 是 全 
1C*) = 1(y) = 2. 
在 这 两 种 情况 中 都 有 
fxy) = f(x)f(y) = 1. 
若 妨 或 心 仅 有 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 , 则 
Hzy) 一 2 及 Hx)f(y) = 51 一 2 
所 以 也 有 f(xy) = f(x)f(y)。 因 此 映射 是 同 态 ， 因 为 无 限 
集合 G 到 有 限 集 合 太 上 的 任意 映射 都 不 可 能 是 一 一 的 ， 所 以 
它 不 可 能 是 同 构 。 


xy 一 7hirht == ktta { 
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练习 把 (116 页 ): 若 * 和 ?是 G 的 任意 两 个 元 素 , 碳 

射 了 是 

x rxr 

y>r yr 

zy > r(xry)r = rrrr yr = (rrr) (ryr) 
f(xy) = f(x)fCy). 

所 以 f 是 同 态 映射 。 为 了 验证 同 构 , 我 们 看 到 

f(*) 一 rr 二 ryr 一 fly) 当 且 仅 当 x 一 y， 
所 以 是 同 构 映射 . 


练习 45 (116 页 ): 是 同 态 的 必要 条 件 是 6G 是 交换 
群 .为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 只 须 指出 由 
f(xy) = (xy), fF) = x ry) = x 
能 推 得 yx 一 zy。 然而 G 是 交换 群 不 是 充分 条 件 ， 它 不 能 确 
保 映 射 fx) 二 x? 是 一 个 同 构 ， 这 是 因为 ,例如 在 交换 群 C， 
中 ， 因 为 对 所 有 的 元 素 * 都 有 ?二 1，C; 又 只 有 两 个 元 素 
IT 及 65, 所 以 1 将 C; 的 每 一 个 元 素 都 映 到 单位 元 素 上 . 更 一 
般 地 说 , 若 G 有 一 个 偶数 周期 的 元 素 x《 半 7), 则 f(x) = 二 x 不 
是 同 构 ; 这 是 因为 , 若 2” 是 元 素 * 的 周期 , 则 两 个 不 同 的 元 素 
I 和 x"( 关 7) 都 映 到 了 上 : 
7 一 三 一 1 有 r(x) = x”*=1. 


实际 上 ,确保 f(x) 一 2 是 同 构 的 充分 条 件 是 ，G 是 交换 


2 


有 一 个 元 素 ” 一 zy (r 关 1), 使 得 + 二 ry, 所 以 x 二 zxry. 
现在 假设 之 一 尹 , 则 zxry 一 尹 , 从 而 xz 一 ”所 以 > 一 zy 一 
《zy 0 一 一; 但 如 果 7 二 +-', 则 ?二 7, 这 与 G 没 有 偶数 
周期 的 元 素 的 假设 矛盾 . 所 以 假设 zx 兰 y 及 2 一 凡 将 推 得 
一 个 矛盾 ,从 而 映射 x 一 妇 是 一 个 同 构 . (实际 上 ,没有 偶数 
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局 期 的 元 素 的 有 限 群 和 无 限 群 是 有 的 ,这 意味 着 ,不 是 每 个 元 
素 z(z 7) 的 周期 为 奇数 ,就 是 对 所 有 的 # 都 有 x" 关 1.) 


练习 46 〈122 页 ): (a) 我 们 想 证 明 (1234》 = (13) 
“ 《24). 《1234)(1234) 按 如 下 方式 映射 1 和 3: 
1 一 2,2 一 3( 即 1 一 3)， 
3 一 4,4 一 1( 即 3 一 1)。 
所 以 我 们 有 一 个 闭 循环 (13); 2 和 4 的 映射 是 
2 一 3,3 一 4( 即 2 一 4)， 
4 一 11 一 2 ( 即 4 一 2)， 
所 以 (1234 关 一 (13)(24). 
(Cb)〈13)(24)13)(24): 1 一 3，3-1( 即 1 一 1); 2 一 
4, 4 一 2( 即 2 一 2)， 类似 地 有 3 一 3 及 4 一 4。 所 以 鸡 == 
到 
《c) m; = mm = mamz = (13)(24)(1234): 
1 一 3,3 一 4( 即 1 一 4)， 
4 一 2,2 一 3( 即 4 一 3)， 
3 一 1,1 一 2( 即 3 一 2)， 
2 一 4,4 一 1( 即 2 一 1)。 
所 以 总 的 结果 是 (1432) 一 ms 
(d) (1234)(1432): 
1 一 2，2 一 1( 即 1 一 1)， 
类 似 地 有 
2->2,3 一 3 及 4 一 4， 
所 以 总 的 结果 是 mm 一 7. 
这 些 关 系 使 我 们 可 以 构造 元 素 为 ma, m2, za 及 m4 的 群 
M 的 乘法 表 . 
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练习 47 《〈122 页 ): 
多 my m3 0) 
7 4 0 0 


练习 48 (123 页 ): (a) m? 一 (12)(34)(12)(34) 一 1。 
mi = (13)(24)(13)(24) 一 了 
mama) = (12)(34)(13)C24)(12)(34)(13)(24) 一 了。 
《b) 因为 wzm3 一 (12)(34)(13)(24) 一 (14)(23) 一 mh， 
所 以 同 构 映射 是 


人 m2 ms ™) 
I a b ap 全 


练习 49 《125 页 ): 


59- 
ro)g lg)g |)g | 9g | (L33850) = 423)(450=g, 
rg | gl 9 | 9 | 9 | gs (73850) = (32(465) = | 
een | la os (123456) = 44 6065 = 
rf 四 ga | gs 同 汪 | 9 人 23459 -aegeo-w 
fr ge | gs 央 二 ga | 9 (123450) -Go9ea6 人 = 


练习 50 《126 页 ): 我 们 证 明 ， 给 定 的 循环 满足 (有 人 生 
成 元 “一 (123) 及 < 一 (12) 的 ) P; 的 定义 关系 到 一 二 一 
(ac} =1. 

好 一 (123)(123) = (132) = 3; 
ac = (123)(12) = (1)(23) 一 (23) = es 
2 一 ia 一 (132)(123) 一 (1)(2)(3) = 1; 
ca 一 (12)(123) 一 (13)(2) 一 (13) 一 2. 
所 以 ,a 一 ca, 一 00 一 1 c= 二 ec, ac 一 c, ca 一 4d; 从 而 
4 一 7， c 一 1 (ec 一 1。 
练习 51 (130 页 ): rjr2，rzfr 一 rr3)rfr 
= rfrfr ( 因 坟 = 了) 
三 rfrjr(/).( 因 f= 了 7) 
= Crfrtrf 
一 大 ( 因 (r/= 7), 


练习 52 (137 页 ): 若 * 是 G 的 任意 元 素 ,但 不 在 如 
中 ， 则 因 G 的 阶 是 24, 瑟 的 阶 是 > 所 以 关于 瓦 的 左 陪 集 是 
吾 和 aH, 而 关于 雪 的 右 陪 集 是 五 和 Ha。 显然 eH 和 Ha 表 
示 用 7 个 在 G 中 但 不 在 肪 中 的 元 素 组 成 的 同一 集合 , 即 aH== 
Ha, 所 以 五 是 一 个 正规 子 群 . 


练习 53 《137 页 ): 根据 定理 1 (39 页 ) 我 们 知道 ，xg， 
xg，'… 是 G 的 所 有 元 素 ,( 根 据 同一 个 定理 ) 所 以 (xg,)x"!， 
(xgs)x-!,.…* 是 G 的 所 有 元 素 . 


练习 54 (137 页 ): 若 * 一 yz) , 则 右 乘 ?得 妙 一 yz 
反之 , 若 * 与 》 是 可 交换 的 , 则 x 一 ?zy 所 以 ，x* 关于 y 
是 自 共 轿 的 , 当 且 仅 当 * 与 ? 可 交换 . ( 若 * 关于 ”是 自 共 斩 
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的 , 则 zx(jyx-0D 一 yz"(yxz-D 一 》。 所 以 ?关于 xz 是 自 共 轧 
的 .) 


练习 55 (137 页 ): 因为 K 是 G 的 正规 子 群 ,所 以 对 G 
的 任意 元 素 g 有 gK 一 Kg, 即 {ghki, gl, -…} 与 {gs Rg， 
…} 包含 相同 的 元 素 . 由 此 推 得 ,用 g-! 右 乘 gK 的 每 一 个 元 
素 得 到 的 集合 恰好 是 用 g-! 右 乘 Kg 的 每 一 个 元 素 得 到 的 集 
K. 反之 , 假设 G 的 子 群 K 有 如 下 性 质 : ”对 G 中 的 任意 g， 
gKg-! 一 K, 则 容易 看 到 gK 一 Kg, 即 K 是 G 的 正规 子 群 . 


练习 56 (140 页 ): (a)(1) 首先 假设 R' 5 一 SR, 由 
此 来 推导 .5 是 一 个 子 群 . 

封 闲 性 :考虑 集合 R*5 的 任意 两 个 元 素 (例如 rss 及 +252) 
的 乘积 : 

ns) (rs) = rsra)s. 
因为 R. 5 一 5. R， 所 以 集合 5$. R 的 元 素 rm 等 于 RS 
的 某 个 元 素 , 例 如 说 zs 一 7353; 所 以 
rs) ras2) 一 rr353)5 = (rir3) ss) 
是 RR. 5 的 一 个 元 素 . 

逆 元 素 :将 ris, 作为 R*5 的 代表 元 考虑 ,显然 它 的 逆 元 素 
(ro 一 sr 是 SR 的 一 个 元 素 , 按 假设 有 RS 一 
5， ,所 以 (rin) 也 在 RS 中 . 

《2) 我 们 现在 假设 RS 是 一 个 子 群 ， 来 推导 R . 5 
S$. R。 为 此 用 rs 表示 RS 的 任意 元 素 , 用 sr; 表示 5: R 
的 任意 元 素 ， 我们 将 证 明 rs 在 SR 中 而 sr; 在 R* 5 中 . 
我 们 注意 (rs)™ 在 子 群 R* 5 中 ,所 以 

(ri)! 二 R .5 的 某 个 元 素 一 rik 


ri = (TR) = sR 
是 $. R 的 一 个 元 素 , 并 且 因 为 RS 是 一 个 于 群 ,所 以 
mam (ra 一 
在 R.S 中 . 所 以 RS 一 玉 . 

(b) 现在 我 们 假设 R 是 一 个 正规 子 群 ， 我 们 想 要 证 明 的 
是 RR. 5 一 5* RR 是 一 个 子 群 为 此 设 : 是 3 的 任意 元 素 , 由 
怀 的 正规 性 有 sR 一 Rs 《对 5 中 的 每 一 个 :)。 因为 S$.R 恰 
好 是 所 有 的 集合 sR 的 并 集 ( 这 里 :在 5 中), 而 且 R*5 是 集 
合 Rs 的 并 集 ,由 此 淮 得 R* 5 一 5. R， 由 (a) 推 得 R:5= 
S' R 是 一 个 群 . 


练习 57 《148 页 ): G 是 可 交换 的 当 且 仅 当 , 任意 两 个 

生成 元 ri 及 +r; 满足 关系 

riririr! 一 T (或 rr 一 7。 (1) 
若 (1) 对 G 的 生成 元 是 真 的 ， 则 对 G/K 的 生成 元 当然 为 真 ， 
因为 G 的 任意 关系 都 是 G/K 的 关系 ;但 反之 则 不 必 为 真 . 

(a) 若 G 是 可 交换 的 , 则 (1) 在 G 中 成 立 因 而 在 G/K 中 
也 成 立 . 所 以 G/K 也 是 可 交换 的 . 

《b) 若 G 是 可 交换 的 ,《1) 在 G 中 不 真 . 仅 当 (1) 是 附加 
关系 推 得 的 一 个 结果 时 , G/K 才 是 可 交换 的 ; 否则 不 是 可 交 
换 的 . 

(c) 若 G/K 是 可 交换 的 , 则 (1) 对 G/K 是 真 的 ,但 对 G 
不 必 为 真 . 

(qd) 车 G/K 是 非 交 换 的 , 则 (1) 对 G/K 不 真 , 且 对 G 不 
能 真 ,因为 G 的 关系 是 G/K 的 关系 的 一 个 子 集 . 所 以 G 也 是 
非 交换 的 。 


练习 58 《〈148 页 ): x?y” 一 7 推 得 2? 一 力 ， 再 附加 关 
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系 妇 一 【及 (zy) 守 一 了 工 以 作成 一 个 商 群 6/K， 被 扩大 的 关 
系 集合 对 生成 元 x 和 ? 定义 非 交换 群 Pa, 所 以 G/K 是 非 交 
换 群 .再 根据 练习 57 推 得 6G 也 是 非 交 换 群 . 


练习 59 《156 页 ): 我 们 用 表示 第 一 个 循环 中 不 同 
符号 的 个 数 , 用 x 表示 第 二 个 循环 中 不 同 符号 的 个 数 ， 如 此 
等 等 ;所 以 + 个 循环 中 的 不 同 符号 的 总 个 数 是 

于 十 二 十 一 十 1 一 扩 。 
第 一 个 循环 能 表 为 《nm 一 1) 个 对 换 , 第 二 个 循环 能 表 为 
《zm 一 1) 个 对 换 ,……, 第 7 个 循环 可 表 为 (zx 一 1) 个 对 换 ， 
所 以 总 的 对 换 数 是 
(一 十 (一 1 十 :十 (一 1) 
一 ( 轨 十 力 十 .… 十 mr) 一 了 一 人 一 7 


练习 60 〈158 页 ): 任何 置换 能 表 为 循环 的 乘积 ,而 它 

们 又 可 表 为 对 换 的 乘积 .假设 (aja) 是 任何 与 (4102), (eaa)， 
…, 《qian) 不 同 的 对 换 , 即 w 天 wa 及 ak 天 ai。 观察 (aiat) 一 
《eai)(Caiak)(Caaai)， 因为 其 右边 意味 着 

a > a 0 47 a; > a (RN a > oa); 

a > a > ars ak > ar CR a; > a); 

qk > aks ak > a a1 —> ai (Bh ax 一 07). 
由 此 推 得 ， 任 何 对 痪 (因而 任何 置换 ) 的 乘积 ， 能 表 为 仅 包含 
7 一 1 个 对 换 

(a142), (qa3), ***, (qa) 

的 乘积 . 


练习 61 〈161 页 ): 若 44 有 6 阶 子 群 ， 则 它 应 有 正规 
子 群 。 因 为 它 的 阶 是 4 的 阶 的 一 半 ( 见 练习 52); 但 命题 (4) 
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指出 44 的 正规 子 群 的 最 大 可 能 的 阶 是 4。 因此 44 没 有 6 阶 
正规 子 群 . 


练习 62 (161 页 ): (a)z 一 (ace) (abc) (abc) 意味 着 
a>b,b>c,c>a( 凤 44a); 2 一 cc 一 ca 一 5( 即 
6 一 5)3ic 一 aa 一 5 0 一 c( 即 < 一 <). 

(b) x? 一 《ab) 《cd) (a5b) (cd) 意味 着 4 一 和 一 0， 
2 一 a， 4 一 4( 即 一 4), 等 等 


练习 63 (174 页 ): 一 个 正 ” 边 形 有 = 个 相等 的 角 及 
z? 个 相等 的 边 。 因为 它 的 角 的 和 是 (> 一 2)180”, 所 以 每 个 
内 角 是 (> 一 2)180°/n。 假设 有 个 这 样 的 # 边 形 交 于 一 个 
顶点 六， 因为 平面 是 被 覆盖 的 ， 所 以 绕 顶 点 7 的 《个 内 角 的 
和 是 360°, 所 以 

三 一 2 180° = 360°, 
由 此 得 
2n 
Ce 7 

z# 空 3 及 & 兰 1 的 整数 解 (", 4) 是: n 二 3, 二 6;n 一 4， 
二 4;# 一 6, 二 3。 为 了 看 出 没有 其 他 的 解 , 可 将 上 式 改 
写 为 


Ep 
名 一 2 下 二 


k= 


由 此 君 到 , 当 ”> 6 时 ,有 2 二 3. 


练习 64 《180 页 ):“ 实 线 ? 三 角形 指出 王 一 1， 从 “ 虚 
“211。 


线 ” 三 角形 看 出 2 二 1, 六 边 形 的 边 呈 庶 线 与 实 线 交错 排列 又 
指出 (rs》 二 1。 所 以 我 们 有 关系 


==(rs)=1. 


练习 65 (181 页 ): 每 一 个 反射 的 周期 为 2, 所 以 有 
一 信 一 0? 一 1， 这 反射 配对 得 到 
正方 形 : (bc》 一 7。 六 边 形 : (ac) 一 1 十 二 边 形 : (ab 
二 I。 所 以 有 
PR=e=(b) = (ec 六 一 (ob 一 1 


